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Résumé 



Soit p un nombre premier, et K un corps de nombres totalement réel, on calcule 
la norme des séries d'Iwasawa attachées aux fonctions L p-adiques des extensions 
abéliennes réelles de K construites par Pierrette Cassou-Noguès et Deligne- 
Ribct. On montre que leur invariant analytique est nul. 

Ce résultat permet de montrer la nullité du /i-invariant d'Iwasawa pour la Zp- 
extension cyclotomique d'une extension abélienne M de type CM, abélienne 
sur un corps de nombres totalement réel K et dont le conducteur fu/K est 
divisible par tous les idéaux premiers de K au dessus de p. On obtient ainsi une 
généralisation du théorème de Ferrero- Washington sur la nullité de l'invariant 
/i d'Iwasawa pour les corps de nombres totalement abcliens sur Q. 

La preuve utilise la construction de Pierrette Cassou-Noguès des fonctions L 
p-adiques des corps de nombres totalement réels via la méthode de Shintani, 
une adaptation multidimentionnelle du théorème de Sinnott reliant la norme 
p-adique de la Gamma-transformée restreinte de la mesure p-adique da 
(attachée à une fraction rationnelle) à celle de la mesure da et enfin la possibilité 
de calculer la norme d'une fonction analytique bornée sur la boule unité ouverte 
de <Cp en regardant la norme de son polynôme d'interpolation sur des translatés 
des racines p^-ièmes de l'unité. 
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1 INTRODUCTION ET NOTATIONS 



1 Introduction et notations. 
1.1 Notations générales. 

N, Z, Q, Q, M, C désignent respectivement les entiers naturels, l'anneau des 
entiers relatifs, le corps des nombres rationnels, une clôture algébrique de Q, 
le corps des nombres réels et le corps des nombres complexes. On note R+ les 
nombres réels positifs ou nuls et R+ les nombres réels strictement positifs. Si 
s G C on note 3(î(s) la partie réelle de s. 

Si a, b sont deux éléments de Z on note a A 6 le plus grand commun diviseur 
de a et b. On pose pour a G M, Z>a = {x G Z | x > a}, et de même Z>ci = 
|x G Z I a; > a}. On note pour des entiers a < b, [a, b] :— {x E Z \ a < x < . 
Si / est un ensemble 7^/ est son cardinal. 

Soit p un nombre premier, ¥p ~ Z/pZ est le corps premier kp éléments. Nous 
confondons les éléments de ¥p avec leurs antécédents dans Z par la surjection 
canonique de Z sur Fp. On note Fp une clôture algébrique de Fp. On pose aussi 



Soit Qp le corps des nombres p-adiques, le complété de Q pour la valeur 
absolue p-adique, notée | | et normalisée par \p\ = p~^, cf. Vp{ ) désigne la 
valuation p-adique associée. L'anneau des entiers p-adiques est noté Zp et Z* 
désigne les unités de Zp. 

Soit T0(ç) le groupe des racines primitives (j){q)-ième de l'unité où (j) désigne 
la fonction indicatrice d'Euler, ^H], {4>io-) = #(Z/aZ)*). 
Le caractère de Teichmùller sur Zp est défini par: 



On note Cp le complété d'une clôture algébrique de Qp muni de l'unique 
valeur absolue p-adique prolongeant celle de Qp, notée encore | |, cf. |3Tj. On 
associe à la valeur absolue, | |, sur Cp la valuation Vp{ ) normalisées par Vp(p) ~ 
1. On note Dp son anneau des entiers et dJlp son idéal maximal. 

Si a G Cp et p G M+ 



B{a, p) = < a: G Cp I |a; — a| < p L B{a, p)^ = \x E Cp \ \x — a\ < p 



sont les boules ouvertes et fermées de Cp de centre a et de rayon p. Donc 




4 si p = 2 
p si p 7^ 2 




On pose 




Ûp = B(0, 1)+ et 9Jlp = 5(0, 1)-. 
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Si m est un entier strictement positif on désigne par le groupe des racines 
m-ièmes de l'unité, par TJ^ celui des racines primitives m-ièmes de l'unité et 
Tp=o = U„>oTpn. 

On fixe une fois pour toute des plongcmcnts et tp de Q dans C et Cp. 

Soit K un corps de nombres de degré n = [K : Q] , avec n = r + 2s oii r est 
le nombre des plongements réels de K et 2s celui de ses plongements complexes, 
on note Dk son anneau des entiers. On désigne par cti, . . . , cr,. les plongements 
réels de K. On dit que a G K est totalement positif, a ^ 0, si 

a; (a) > 0, 1 < i <r 

Dans toute la suite K sera un corps totalement réel de degré n sur Q. 
Si f est un idéal entier de IK et a G K, on pose 

fa,{a) > si a,{K) C M 
a = 1 mod f <;==^ < 

\wp(a-l)>wp(f), VpeSpec(IK) 

Soit f un idéal entier de K, on note 

Xf") =X;°^(IK) = {oeX(") I aAf=l} 
If = Xf (K) = {del \ d = ab-\ a, b G x|°^} 
Pf = {a e ]K I a » et a = 1 mod *f} 

et on pose iîj = Xf/Pj; c'est le groupe des classes de rayons modulo f, cf.pS], 
On confondra Rj avec un système complet de représentants dans le groupe des 
idéaux de ]K premiers à f. 

Afin de rendre le texte autosufïisant des rappels de théorie algébrique des 
nombres, de la théorie de Shintani, d'analyse p-adique ont été donnés dans les 
annexes IXIbI Ici 



2 Résultats. 

Considérons la situation suivante. Soit p un nombre premier on note A 
Zp[[r]]. Soit IK un corps de nombres totalement réel de degré n sur Q et soit 
un corps de nombres vérifiant les conditions (|H-0ll et (IH-1|) 

I M corps CM, abélien sur K, de conducteur f 



(H-0) 

(H-1) f est divisible par tous les idéaux premiers de K divisant p 



Moo = M[Tp=e] est la Zp-extension cyclotomique de M, M„ est l'unique 
sous-corps de Moo contenant M laissé fixe par p"Zp, donc de degré sur M {n 
ici est un paramètre variable qui n'a rien à voir avec le degré de 
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2 RÉSULTATS 



On note aussi M+ le sous corps réel maximal de M, M+ celui de Mqo et 
M+ celui de M„; M+ est la Zp-extension cyclotomique de M+, Gal(M+ /M) ~ 
(Zp, +). La situation est résumée dans le diagramme suivant 




Soit An le p-sous-groupe de Sylow du groupe des classes du corps M„ et soit 
Aoo = lim An , cf. |44) . K. Iwasawa a montré que Aqo est un A- module de type 

n 

fini, cf. 122], et donc d'après le théorème de structure des A- modules, cf. j44) . 
on a 

Vpi^An) = e„ avec e„ = fj.pp" + XpU + Vp, n>no 

On définit de même le p-sous-groupe de Sylow du groupe des classes de M+ 
et = limA+, on a 

«p(#^n ) = et avec e+ = /x+p" + A+n + u+ , n> iiq 

K. Iwasawa a conjecturé que le ^p-invariant, fj,p ~ /ip(M), défini ci-dessus 
est nul pour certains A-module particuliers, [2J|. B. Ferrero & L. Washington 
ont montré que le /x-invariant d'Iwasawa, /ip, est nul pour la Zp-extension cy- 
clotomique d'un corps de nombres abélien sur Q, W. Sinnott a donné une 
preuve très simple de leur résultat par une méthode différente, |88| . 

Le point clé de leur démonstration est une réduction du problème sous 
l'hypothèse (|H-0|l -grâce à un théorème de B. Ferrero-au calcul de la norme 
de séries de Taylor attachées par K. Iwasawa au fonctions L p-adiques de T. 
Kubota et H. Leopoldt. 
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Dans cet article j'étends le résultat de Ferrero et Washington au cas de la Zp- 
extension cyclotomique, Mqo, d'un corps de nombres M vérifiant les conditions 

pTôli et (IHÔTi . 

P. Deligne et K. Ribet, [Hl, par une méthode et Pierrette Cassous-Noguès, 
, par une autre ont construit des fonctions L p-adiques pour un caractère de 
Dirichlet généralisé pair, x, sur le groupe des idéaux d 'un corps totalement réel 
K, si le conducteur f de x vérifie l'hypothèse (|H-lll . Ils ont montré qu'en tor- 
dant ces fonctions convenablement par un idéal c elles appartenaient à l'algèbre 
d'Iwasawa. Ils ont construit la série d'Iwasawa associée zll'"^{x,T) G Z[x] [[!"]]. 

N. Katz,[23, et W. Sinnott, [2H|i ont remarqué que les formules de Pierrette 
Cassou-Noguès faisaient apparaître des fractions rationnelles et qu'on pouvait 
donc espérer suivre la méthode de W. Sinnott pour démontrer une généralisation 
du théorème de Ferrero- Washington dans cette situation. 

Au chapitre je calcule la norme ||Z^'^'"p(x,T)||^^ en suivant la méthode 
de W. Sinnott. La principale difficulté pour transposer cette méthode au cas 
d'un corps de base totalement réel différent de Q réside dans les formules de P. 
Cassou-Noguès qui expriment la série d'Iwasawa f"p (x, T) à l'aide d'intégrales 
p-adiques 

aeRf^ 

= (-1)" E x(a-')(l+T)-^"K^'^(»))c.(NK/Q(a)) 

De manière explicite 
<f:îp(x,r) = (-1)" J2 x(a-^)(l + T)-^"K«w)^(Nj,/Q(a)) 

aeRf 

jeJ, œe7?,,(j,o) 5=lri=0 r„=0 ^ ^ ^j,k ' 

X (1 + T)[-^"(^K/Q(i;fc=i(3:fc+I-fc)Dj.fc))] 

011 pour chaque j G Jf et chaque fc G [Ij*^] ^j,k sont des racines primitives 
c-ièmes de l'unité, les Vj,k sont des entiers du corps K totalement positifs et 
appartenant à l'idéal flla/rafce-R, '^i ^f' ^ ™ conducteur de x vérifiant la 
condition ljH-l|) . Jj, 7?.f(j, a) sont des ensembles finis; Toutes ces quatitcs sont 
définies dans l'annexe IbI 

On voit sur ces formules que les variables d'intégration, (ti, . . . , i„)-ou ce qui 
revient au même les entiers (ri, . . . , r„)-n'apparaissent pas linéairement dans les 
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2 RÉSULTATS 



exposants ce qui empêche d'appliquer la généralisation de la théorie de Sinnott 
que je développe au chapitre 0] pour calculer H^k '"^(x, Pour pouvoir 

utliser les résultats du chapitre 01 je linéarise les exposants. 

On construit au chapitre El des approximations, Yj^ (x, c, T) et Xf^ (x, c, T) de 
la fonction ^£'5(x,T), modulo ((1 + Typ' - l)3xZ[x] [[T]], où \ = 
\\^K,'hp(x,T)\\_^^ = supj.<i \zll'^l{x,T)\. 

Le conducteur est choisi de telle sorte que 

• Y\i ix, c, T) et Xf, (x, , c, T) ont même norme que 2']^'f"p(x, T) 

• 4?5(x,r) = Y. bj^A^+Tf + {{l+Tf 1)G,(T) 

avec supo<;^,<pf_i_i|6fc,f| = H^Xp^^'^^IL^ 
et ||G,(T)||^^ < \\zi;l{x,T)\\^^, m ou ES 

• ces fonctions aient une expression à l'aide d'intégrales p-adiques oii les 
variables d'intégration apparaissent linéairement 



On construit au chapitre [31 une fonction analytique p-adique, G'(^(x, c, T), 
dont la Gamma-transformée restreinte -définie à l'annexe El- a la même norme 
que (x, c, T) . Cette fonction sera justiciable de la généralisation de la théorie 
de Sinnott exposée au chapitre 01 que nous résumons au paragraphe suivant. 
Cette généralisation nous permet d'en calculer la norme. 

La Gamma-transformée restreinte des mesures p-adiques à d variables (défi- 
nition P&ge est définie de la manière suivante. Si u est un générateur 

topologique de 1 + qZp on note £„ (t) = — \ où le logarithme est le loga- 

log(M) 

rithmc p-adiquc d'Iwasawa normalisé convenablement. 

Si da est une mesure sur Zp dont le support vérifie des conditions ad-hoc, la 
Gamma-transformée restreinte, df3, de da est l'unique mesure sur telle que 

f (i+T)^"(*i+-+*-)d«(Éi,...,t,)= / (l-HT)*i+-+*-d/3(Éi,...,id) 

Si la mesure da est associée à une fraction rationnelle à n variables 
F{Ti,...,Td) := f il+T,Y' ...il + TdY^daiti,...,td) 

soumise à des conditions IH-61 page 1311 assez strictes. Ces conditions évitent en 
particulier que la fonction F(T, . . . ,T) ne soit nulle modulo p si F{Ti, . . . , T^) 
ne l'est pas. 
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Sous ces conditions on peut calculer la norme de la fonction analytique 
bornée 



en fonction de la norme de la fonction analytique bornée 

1+1 si i G / n-n 

où = < , cf. le théorème 14.81 

-1 s\i é I 



Ce résultat permet de montrer au théorème 15 . 1 41 g ue 

= 1 



À partir de ce résultat il est facile de montrer au chapitre EJ en suivant la 
réduction de B. Ferrero déjà mentionnée, que comme dans le cas abélien sur Q 
on /ip = ^p(M) = sous les hypothèses (|H-0|1 et (jH-l() . 

Ensuite des arguments généraux permettent de généraliser le résultat à des 
extensions abéliennes M' du corps totalement réels K contenues dans un corps M 
abélien sur K de type CM et vérifiant les conditions ljH-0|) et (|H-ip . L'absence 
d'un théorème de type Kronecker-Weber dans cette situation ne me permet pas 
d'aller plus loin. Ce résultat constitue une généralisation du théorème de Ferrero- 

Washington ^2] pour les Zp-extensions cyclotomiqucs des corps de nombres 
totalement réels. 

Il y a d'autres résultats d'annulation de /z-invariants analytiques d'Iwasawa 
dans la littérature. On peut se demander si la méthode développée ci-après 
permet de les retrouver ou de les généraliser. 

En particulier peut-on démontrer par cette méthode le résultat d'annulation 
de /x-invariant d'Hida, |18| . pour les fonctions L p-adiques de Katz associées à 
un corps CM en utilisant la preuve de P. Colmez, d'algébricité des valeurs 
spéciales de ces fonctions? 

Peut-on transposer la preuve de W. Sinnott [321 *iu résultat de L. Washing- 
ton, |45j . sur le comportement de la £ partie, f ^ p, du nombre de classe dans 
la tour cyclotomique d'un corps totalement réel? 

Je remercie Thong Nguyen Quang Do et David Solomon sans qui cet article 
n'aurait probablement jamais été rédigé. Une bourse de la DEC et l'hospitalité 
chaleureuse de l'Université de Munster et de Siegfried Bosch m'avaient permis 
il y a bien longtemps de réfléchir sur ce problème, qu'ils en soient remerciés. 
L'intérêt de l'équipe de théorie des nombres de Paris 13 et spécialement de 
Jacques Tilouine pour ce travail m'a encouragé à persévérer dans sa rédaction. 



8 



3 FONCTIONS ZETA PARTIELLES P-ADIQUES 



3 Fonctions zeta partielles p-adiques. 

Fixons un nombre premier p. On construit dans ce chapitre en suivant Pierrette 
Cassou-Noguès, [H], une fonction analytique p-adique qui interpole les valeurs 
C^(a~^, c, 1 — m), m G Z>i pour m = mod (f>iq). Les rappels nécessaires de 
théorie de Shintani sont rappelés en dans l'annexe IbI 

On fera dans toute la suite de l'article l'hypothèse IjH-ljl page |2| sur l'idéal 
f que nous rappelons 

(H-1) pex("), p|p=^Plf 

On définit dans l'annexe IbI la fonction zeta partielle d'une classe de rayons 
modulo f 

f 

oii b^a^^ signifie que b et a^^ ont la même image dans le groupe des classes 

de rayons modulo f, cf. |28| . 

Si c est un idéal entier de K vérifiant les conditions (|H-2|I page 1751 que l'on 
rappelle 



(H-2) 



on pose 



■(i) cAf=l, cAV=l 

(ii) c A {vj,k) = 1, Vj e J et Vfc e {1, . . . , n} 

(iii) Ûk/ c — Z/cZ, oii cZ = c n Z, c > 

(iiii) c premier avec les dénominateurs des Xk définis en H33() 



Cette fonction se prête mieux à l'interpolation p-adique que la fonction Q{a ^ , s) 
car c'est une fonction entière de s. 

P. Deligne et K. Ribet d'une part, PI, et Pierrette Cassou-Noguès d'autre 
part, ont montré qu'il existe une unique fonction analytique p-adique sur la 
boule B{1 ,qp p-i) C Cp, notée p(a ^, c, s), telle que 

p(a^"^, c, 1 — m) = Cf Cl 1 ~ ™)î m G Z>i, m = mod (f){q) 

voir aussi 0. Cette fonction est appelée la fonction zeta partielle (tordue) 
p-adique de la classe de rayons de modulo f. 



Si f = ripipP on pose 
N(c) 



1 N — 
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Soit X 6st un caractère de Dirichlet généralisé pair sur Xj, on pose 

Les fonctions Ç.^ (s) et Lk,p(Xi •s) sont appelées respectivement la fonction zeta 
p-adique de IK et la fonction L p-adique de Dirichlet généralisée de ]K associée 
au caractère x sur X^"' . 

P. Deligne, K.Ribet et P. Cassou-Noguès ont montre de plus que la fonction 

CpD B{o,qp-^y -^C.p 

est une fonction de l'algèbre d'Iwasawa, |34| . 

C'est à dire que pour tout choix d'un générateur topologique w de 1 + qZp 
il existe une série de Taylor Z^^^ ^{a^^, c,T) e telle que 

Z^l^{a-\c,u^ - 1) = C^Ja-\c,s), V,s e B{l,qp-^y 

Afin de disposer de formules adaptées à mes besoins je done ci-dessous une 
démonstration de ce résultat par une méthode essentiellement équivalente à celle 
de Pierrette Cassou-Noguès, cf. [S]. J'utilise donc la méthodes de T. Shintani. 
cf. PZl, pour exprimer les valeurs aux entiers négatifs de Cf^p{a~^ , c, s), cf. 
corollaire IB.16I page |S21 

Au chapitre l5. 21 ie calcule la norme ||-^k = sup|y|<2 |^Kf"p(^)| 

la série d'Iwasawa 

(i±2:) ''^-laen, 

associée à la fonction zeta p-adique du corps totalement réel K, Ck,p(s), ainsi 
que celle des séries d'Iwasawa 

4:;,(x,r) = — '^^^ y: x(a-^)4:L(a-\c,r) 

associées aux fonctions L p-adiques du corps totalement réel K, Lk,p(x, s) pour 
un caractère de Dirichlet généralisé pair de conducteur f. cf. le théorème 15. 141 
page ESI 

Ce résultat constitue une généralisation directe du théorème de Ferrero 
Washington, cf. théorème lG. 41 chapitre Bl 
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3 FONCTIONS ZETA PARTIELLES P-ADIQUES 



Notations 3.1. Nous gardons dans toute la suite les notations du chapitre FEl 
On suppose que l'on a une décomposition, {Cj)j^j {J = Jj dépend de f), en 
cônes simpliciaux semi-ouverts Q-rationnels de dimension n d'un domaine fon- 
damental de ]R"/£'+(f). On note (î^i.fe) i<j^^<„ une base du cône Cj. Nous faisons 
aussi de manière permanente l'hypothèsc lH-Sl ci-dessous sur les générateurs Vj ^. 
des cônes dans la décomposition de Shintani de K."/i?_|_(f) 

(H-3) Vj e Jf, VI < fc < n, vj^k Yi a 



On pose Tlfij, a) ~ Tl{j, a) comme au lemme A-|^3| c'est à dire que 
7^f(.?,a) =7^(J,a) = 

rU) 

|x = ^ XkVj^k I Xk e Q+, < Xfe < 1, xe a, x = l mod *f | 

k=l 

3.1 Préliminaires. 

Notons que la remarque IB.3I page 1771 s'applique, autrement dit dans toutes 
les formules qui suivent on peut pour chaque x e a) choisir une unité 

£j.x € E^{f) et remplacer dans la formule précédente Vj^k par £j.xVj,k sans 
changer les résultats. 

A partir du corollaire IB . 1 61 on obtient le lemme suivant 

Lemme 3.1. Pour tout entier m g Z>o et pour tout n-uplet (Mi, . . . , M„) € 
les valeurs aux entiers négatifs de (^^{a~^,c,s) sont données par 

c-lA/i-l M„-l 

Cj(a-\c,l-m)=N(a)i-'"^ Y, E E E e{Tr{ô,.x))x 

jeJf xeKf{j,a) 5=1 ri=0 r„=0 

^ Coef I ejTYjSi^rkVj.k)) exp ( - (xk + rk)L,,k{yi, Vu)) 

((m - 1)!)" l 1 - e{Tr{MkSi^v,,k)) exp ( - MkL.Avi, Vn)) 

Démonstration; On a 

.-^0 ' " 3^0 M 1 - e{TT{Mk5vv,,k)) exp ( - A'hL.Ag)) 

1 ~ e{Tr{MkôiyVj,k)) exp ( - MkL,,k{y)) 



{Tr{ô,yx)) n ^ 



fc=i 



e 



X 



(Tr(5z/Uj,fc)) exp ( - £j,fc(|)) 

exp ( - XkLj^kiy)) 
1 - e(Tr(A/fe(5!yWj- fc)) exp ( - MkLj^kiv)) 



3. 1 Préliminaires 
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et donc 



exp ( - XkLj^kiv)) 



e(Tr(Ji/x) n Y 



fe=i 



e 



(Tr((5i^Wj,fe)) cxp ( - Lj^kiy)) 



On conclut alors grâce au corollaire IB. 161 □ 
Notation 3.2. On posera pour h >Q 

(1) Cf.Ja^\c,l-m) = 

c-l p*"-! p*"-! 

= N(a)i-'"^ 5] ^ ... ^ e(Tr(J^x))x 

n /rp / s \\ / ^ \ m — 1 



Théorème 3.2. Dans Qp on a pour tout n-uplet d'entiers strictement positifs 
(Ml, . . . , Mn) avec Mk A c = 1 pour 1 < k < n 

Cf(a"\c, l-m) = 

je./ xen{j,a) S=l ri=0 r„=0 

où la limite est une limite p-adique. 
Notations 3.3. On posera dans toute la suite 



L*jit) = L*(tl, . . . ,t„) tkVj.k 

k=l 

n 

L;'«a) = L;'«(ti,...,t„) = E*'=^ïï 



Démonstration; Le plongement tp de Q dans Cp permet de considérer que 
pour tout Mfc G Z>i, 1 < fc < n, on a 

c-lAfi-l A/„-l 

N(a)^-'"E E E E E e(Tr(<5..))x 

jeJ xen{j.a) 5=1 ri=0 r„=0 
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ne(Tr(5i/rfcî;j,fc))cxp(- (a;fc + rfc)Lj,fc(yi,...,î/„)) 
. TT 7 — — — e Cp[[yi, ■.■,yn] 

et que c, 1 — m) e Cp. 

Dans le lemme mi remplaçons Mk par Mkp'^, il vient 

Cf(a~\c, 1-m) = 

= N(a)-™E E E E E e(Tr(5..))x 

jeJ xe7î,(j,a) 5=1 1-1=0 r„=0 

Coef r » e(Tr((5i.rfcWj,fc)) exp {-{xk + rk)Lj.k{g}) 

((m-1)!)" l 1 - e(Tr(Affep''<5:/î;,- fc)) exp ( - Mkp'^Lj.kig)) 

Le premier membre ne dépend pas de ft. on a pour la topologie de la convergence 
simple des coefficients dans Cp[[î/i, . . . , ?/„]] on a dans Cp 

Cf(a"\c, 1 - m) = 

c-l Mip'^-l J\f„p''-1 

= N(a)i-"5] E Eii^ E E e(Tr(<5z.£))x 

j&J xen{j,a) S=l ri=0 r„=0 

Coef j » e(Tr(5z/rfeî;j,fe)) exp ( - {xk + rk)Lj,k{'^) 

((m-1)!)" 1 j-J 1 - e{Ti{MkpHvVj,k)) exp ( - Mkp'^Lj^kig)) 

Or pour la topologie naturelle de Cp[[î/i, . . . , on a 
lim exp(-Mfe/Lj-fe(2/)) = 1 

et l'hypothèse Af^ A c 1, pour 1 < < n implique que 

e(Tr(A4p''5z.i>,- ,0) ^ 1 

Donc dans Cp[[y]] on a 

" e(Tr((5:^rfcî;j^fe)) exp ( - (xfc + rfc)ij^fe(£)) 
1 - e(Tr(A4p''(5i/Vj, fc)) exp ( - Mkp''Lj,k{g)) ~ 

e{Tr{SiyrkVj^k)) exp ( - {xk + rk)Lj,k{y)) 



n 



k^i 1 - e{TT{Mkp''ôi^Vj,k)) 

Par conséquent 



Cj(a-\c,l-m)=N(a)i-"^ ^ ^ 

je.J xen(j,a) s=i 



3. 1 Préliminaires 
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Mip''-1 M„p''-1 n / frp /c \\ 



(yi...y„r-i" 



X Coef 



(("1-1)0" 



{ exp ( - ^(xfc + rk)L j^kig. 



k=l 



autrement dit 



C,(a-\c,l-™)-N(a)i-'"X E E 

jeJ xen{j,a) s=i 



X Coef 



(yi---y«)"^- 



E 

£>0 



(-ELi(2;fc + '"fc)^j,fc(^) 



(2/1 •■ • UnT^'^ 

Il est clair que le coefRcient de —. r^j— ne se trouve que dans le terme 

((m - 1)!) 



N(a)-™E E E 



lim V ... V e(Tr(^.x))n( 



ri=0 r„=0 



fe=l 



- Er=i(2^fe + rk)Lj,k{yi, ■ ■ ■,yn) 



n(m — 1) 



1 (n(m-l))! j 

Avec la notation L*, la valeurs de Cila"""^! c, 1 — m) s'obtient de la manière 
suivante 

Cf(a-\c,l-m)=N(a)i-"X E E 

jeJ xen{j.a) s=i 

Mip'^-l Mr.p'^-l , n frp /r N\ 

^ ((m - 1)!)" \ (n(m- 1))! 

Il devient alors évident que 
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C^(a-\c,l-m)=N(a)--5: Y. E E E 

jeJ xen{j,a) S=l ri=0 r„=0 

e(Tr(5z/rfeî;,,fc)) \((m-l)!)" 



X 



e{TT{Mkp''Svvj^k)) J {n{m - 1))! 

i=l 



n termes 

Donc finalement on trouve 



c-l A/ip''-l M„p''-1 

= (-ir(™-)N(a)-™^ E E,l- E ••• E 



je./^e7î,(j\a) «5=1 ri=0 r„=0 



fe=i 



On remplace ensuite L* f.{xi + ri, . . . , x„ + r„) par sa définition et on obtient le 
théorème. □ 

Ce résultat est, comme il est bien connu, strictement équivalent à celui de 

Pierrette Cassou-Noguès dans [H] grâce au lemme suivant (pour la notation / 

___ ■^^p 

cf. @1] ou chapitre EJ: 

Lemme 3.3. Soit f G C(Zp, Cp) et soit z une racine primitive c-ième de l'unité 
avec (c,p) = 1. On pose 



k=0 

alors 



f î{t)da{t) = hm Y. 

K{î)^\n=Y.{-lT-'[t)î{k) 
h — n ^ / 



Démonstration; Considérons la série de Taylor f[n)T^ qui est une fonc- 

n>0 

tion analytique p-adique sur _B(0, 1)^. D'après le théorème d'Amice-Fresnel, 
c'est un élément analytique p-adiquc sur Cp — i?(0, 1)^. En fait si T G Cp 



3.2 Construction des fonction zeta partielles p-adiques 
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et |T| < 1 on a grâce au théorème de Mahler, [ST] . 



(1 - r)''^+i 

ri>0 fc>0 ^ ' 

Par ailleurs d'après le théorème de Christol-Robba, [31], on a si |T — 1| > 1 

Ff{T) = lim ^»=o' 
En particulier si z est une racine primitive c-ième de l'unité avec {c,p) = 1 on a 
Ff{z) = y X. = lim ^" □ 

A partir de ce lemme l'équivalence entre les deux formulations est immédiate. 

3.2 Construction des fonction zeta partielles p-adiques 

Dans ce paragraphe nous donnons la construction de Pierrette Cassou-Noguès 
des fonctions zeta partielles tordues p-adiques pour un corps totalement K. La 
remarauc IB. 31 page 1771 s'applique. On a le théorème suivant, [H), 

Théorème 3.4 (P. Deligne &: K. Ribet, P. Cassou-Noguès). Soient K 
un corps totalement réel, p un nombre premier, f un idéal entier de K divisible 
par tous les idéaux premiers de K au dessus de p. 

Il existe alors une unique fonction analytique p-adique sur B{1, qp^p^^ à 
valeurs dans Cp 

s ' — > Cf,p(a"\c,s) 

telle que 

^(a^"^, c, 1 — m) = (û "^7 c, 1 — m), VmeZ>i, m = mod (j){q) 
Démonstration; Rappelons que si a G Z*, alors la fonction 



D B[l,qp . - ) . 



iar := 



est une fonction analytique p-adiquc. 

Considérons alors pour s G B{l,qp^~p^^ et /i G Z>o 

(2) (-l)«C^ (a-\c,.)= f^|^)'c.((NK/Q(a))x 
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c-l p"-l 

xEE E E---E<Tr(<5.x))x 

«5=1 ieJ œg7?,0-,a) »-i=0 r„=0 

Il est clair sur la formule (|2J) que 

'^f,p,/i(°"^''^'^^™) = <^f,/i(°"^''^'l^"^)' VTOeZ>i, m = modçi(g) 

où ^(ci"^! c, 1 — m) a été définie en J^l- 

Par définition de TZ{j,a), Nk/q( + ^k)vj k) £ 1 + Ç^^p et donc si 

p^2 



SI — > h^K/Qi^ixk + rk)vj^k) 



k=l 

est une fonction analytique p-adique sur -0(1, qp^ 
Si p = 2 on considère l'interpolation p-adique de 

1 — m 



^k/q( E^^'*^ + ^fe)^j,fe) ) , m = mod 2Z 



fe=i 

c'est à dire celle de 

" s l-2m' 

^K/Q(2^(2:fc , m' e Z>i 

il est bien connu que cette fonction admet un prolongement analytique p-adique 
sur B{l,qp^^y = B{1,2)-. 

Ces remarques suffisent à montrer que 

est une fonction analytique p-adique sur iî(l, qp ~^^ ■ 

Par ailleurs limft,_»oo Cj p h^'^^^ ■< ^) existe sur iî(l, qp^p^) et elle est uni- 
forme sur B{1, p)+ avec < p < qp^p^. En effet: 



NK/Q(a) 



(NK/Q(a))EE E E ••• E 

S=lje.J xeTZ{j,a) K ri=0 r„=0 



^^(NK/Q(a)). 



3.2 Construction des fonction zeta partielles p-adiques 
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71. 

X (Nk/q (^^{xk + rk)vj^k 

k=l 

On écrit 

rk e [0,/+i - 1]; Tk - r', + jp\ r'^ G [0,p" - 1] et < j < p - 1 
Avec cette notation il vient en posant r = (ri, . . . , r„), j = (ji, . . . , j„) 



(-l)"(W+i(a-\c,.)-C,,,^(a-\c,.)) 
,(NK/Q(a))£^ ^ 



^^(NK/Q(a)) 



(5=1 jeJ xe'R{j,a) 



re[o,p''-i]" je[o,p-i]" ■ ' 



(Tr(<5z.K+jfc/)t;,,,.)) 



fe=i 



e(Tr(p''+i<5i/î;,-fc)) 



n _ n 

fe=i fc=i 
Or comme ji , . . . , j„ ne sont pas tous nuls on a 



k=l 

n 



k=l 

' 3P 2Zk=i ^].k 



k=l 



1 -Nk/„ 1 



Ek=ii^k + r'^)vj,k 



La définition de x£ TZ{j, o) et les hypothèses (|H-3|l impliquent alors que 



n _ n 



k=l 



k=l 



< 



S 

k=i e>i 



< 



où \ri\ < maxj^k\vj^k\ < p ^ et donc finalement 

M(s) e M+, Af(s) < Af(p) < +00, pour |s| < p < qp^^- 
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Ces inégalités prouvent la convergence uniforme sur la boule B(l,p)~^, avec 

1 

p < qp , de la suite 
Donc si l'on pose 

C (o~"^,c, s)= lim C, ,(a~^,c,s) 

on vient de montrer que C,^ ^(a^^, c, s) est une fonction analytique p-adique sur 
B{1, qp^p^^j et on a montre un peu plus haut que 

^(a~^, c, 1 — m) = c, 1 — m), m e Z>i, m = mod ^(g) 

L'unicité de la fonction s i-^ Cj pl*^"^' '•i ■5) provient de ce que {m G Z>i, jti = 
mod 4>{q)} possède un point d'accumulation dans Zp, le principe du prolonge- 
ment analytique donne alors le résultat. □ 

Théorème 3.5 (P. Deligne &; K. Ribet, P. Cassou-Noguès). Pour tout 
générateur topologique u du groupe multiplicatif Ui ~ \ + qi^p, il existe une 
unique série de Taylor 

telle que pour tout s G B{1, qp~'p^^ on ait 

Cette série est appelée la série d'Iwasawa associée à Cj^(a~^,c, s) 
Démonstration; Posons pour a G Z* 

log((a)) 

i--u{a) = 

log-u 

oii log est le logarithme p-adique, alors 
Puisque Cu{a) G Zp on a 

(1 + T)-^"(-) = ^ G Zp[[r]] 

Posons alors 

(3) 4"Lja-\c,r) = (-l)"(l+T)-^"K-/QW)^(N,/Q(a))-^ 



3.2 Construction des fonction zeta partielles p-adiques 
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X (1 + r)^"(^K/o(Sfc=i(3;fc+'-fc)t)j,fc)) 
où comme ci-dessus r = (ri, . . . , r„), p'' — 1 = (p'' — 1, ... — 1), posons alors 



fois 



(4) zg^(a-\c,T) :=^lim Zg^,(a-\c,r) 



c-l 

, -1 ■ 



(-ir(l+T)-^4N./.Wj^(N,/Q(a))-^^5: y: 

S=l jeJ x£TZU,a) 



p -1 

e{Ti- {ôiyrkVj^k)) 



£m ^e(Tr(J.£))f ni 



fe=i 



e(Tr(p'»(5i^Wj,fe)) 



-C..(NK/o(L:(x+r))) 



X (l + T) 

où conformément à la définition x + r — (xi + ri, . . . , a;„ + r„) et ( x + r ) = 

Il est clair que lim/j^oo ^is'f p ^(a^^, c, T) existe pour T e 5(0,1)^. La 
preuve est la même que celle de l'existence de limh-»oo Cf,/i(o^^, c, s) au théorème 

ES 

Il est évident que 

zl^l^ia-\c,T) G Zp[[t]] et que zg^^(a-\ c, î.'^ - 1) = Cf^^(a-\c,s) 

La preuve du théorème est complète. □ 

Corollaire 3.6. La série d'Iwasawa, Zj^^j ^(o"^, c, T), associée à la fonction 
zeta partielle p-adique tordue, ^^^(a"^, c, s) est donnée par 

Z^-l^{a-\c,T) lim z£^_,(a-\ c, T) = 

5=1 j£j xeTl{j,a) 

3(Tr(5i/rfeî;j,fe)) 



,1- E^(Tr(^-^))(nr-e(Tr(p'^..^^^^^^^ 
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Démonstration; C'est la formule Q). □ 

Corollaire 3.7 (P. Deligne & K. Ribet, P. Cassou-Noguès). Il existe une 
mesure, da, sur ïp et en fait sur Z*, telle que 

C fa-\c,s)=/ {tYda{t), seB{l,qp-^^y 

et on a 

Z^:l^{a-\c,T)= I (l+Tr^^^'Uait) 

Démonstration; On vient de montrer au théorème 13.51 qu'il existe une série 
de Taylor de Zp[[T]], Z^^^ia'^ , c,T) telle que 

4:L(ci-\c,^^^-l) = Cf.,(a"\c,.) 

D'après J.-P. Serre, [511, ceci équivaut à l'appartenance de ^j^(a~^,c, s) à 
l'algèbre d'Iwasawa A, et à l'existence d'une mesure da sur Zp telle que 

C (a-\c,s)= / {tYda{t) 

La deuxième formule est évidente. □ 
Nous allons réécrire le théorème 13. 51 en terme de mesure p-adique sur Z^. 
Posons 

(5) Zj^k = e{Tr{uvj^k) 

il est immédiat que Zj^^ est une racine primitive c-ième de l'unité d'après le 
corollaire IB.9I du lemme llj.8l page [TS] 

On peut définir zj^ pour les Xfc € Q tels que x_ = X)fe=i XkVj,k ê ^(ii û) car 
les conditions (|H-2|) assurent que le dénominateur de Xk est premier à c. On 
peut donc considérer les Xk & Q comme un élément non nul de Z/cZ. 

Notons (pa,h(t) la fonction caractéristique de la boule fermée de centre a £ 
[0,p'^ — 1] et de rayon dans Zp autrement dit 



(6) 'Pa,hit) 



si i e Zp, et \t- a\> p~^ 

1 si i e Zp, et \t- a\< p'^ 



Lemme 3.8. Pour chaque cône Cj , j G Jf , pour chaque x € T^fiJ, ci) et pour c 
vérifiant les conditions ljH-2|) la formule 

/ (firiM^l) ■ ■ ■'PriMtri)da''^lT\^{ti,. . . ,tn) ='^e{TT{Svx) Y\_- '''' 
•'^P S=l k=l 1 



3.2 Construction des fonction zeta partielles p-adiques 
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c-l n S{xk+rk) 



1 _ sp'' 

S=l k=l ^ ^j,k 

OÙ r E [Q,p'^ — 1]", définit une mesure p-adique sur K^, ou de manière 

équivalente définit une Qp-forme linéaire continue sur C (7^^ , Qp) , l'espace de 
Banach des fonctions continues sur à valeurs dans Qp muni de la norme de 
la convergence uniforme surU^, \\ \\c. 

Cette mesure est notée da^^!!^ ^ ^ Si f{t) G C(Zp,Qp) on a 

c-lp'^-l p''-l / n „Sr 



5=1 ri=0 r„=0 ^ k=l 



5=1 ri=0 r„=0 ^ k=l 



- /(r) 



Démonstration; Si 

/a) 



E î{L)^rt,h{tl).-.^ri,h{tn) 

£e[o,p''-i]" 



est une fonction localement constante sur à valeurs dans Qp on pose 
Pour montrer le lemme il suffit alors de montrer premièrement que 



fx, u X2 (^1. ■ ■ • : in)da„iT^,^f (il , . . . , in) 



V'x,da[^-i:]c,fi'ti, ■■■,tn)+ I (p^^ (il, . . . ,i„)da^-':t^^_f(ii, 



(Xi ]J X2 désigne la réunion de deux ouverts compacts disjoints, Xict X2, de 
Zp) et deuxièmement qu'il existe une constante C G telle que 



Vrt,h{ti) . . . ((5r,.,/i(in)da|,''^f|c.f(il: ■ • ■ i^n) 



< C 



pour tout h G Z>o et pour tout n-uplet r G [0,p'' — 1]". 

La deuxième condition est immédiatement vérifiée. En effet comme Zj^k est 
une racine primitive c-ième de l'unité avec c A p = 1 on a 



e(Tr(i.x)) n 



1~ Z 



5p'^ 



fc=l ^ ■'-j^k 



< 1 
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et on peut donc prendre C = 1. 

La première condition est automatiquement vérifiée de par la définition 
même de da^^lj^^ ^ pour deux polydisques disjoints, Xi et X2, de de rayon 
p^'^ . On conclut alors aisément que la première condition est vérifiée pour deux 
ouverts compacts disjoints quelconques de en les décomposant en une union 
disjointe finie de polydisques. □ 

Définition 3.9. On définit la mesure da^-i ^ j sur par 



Corollaire 3.10. Avec cette notation on a 

(7) zgp(Q-i,c,r) = (-l)"(l + r))-^"K'«w)c.(NK/Q(a))-' 

où X + t ~ {xi + ti, . . . ,Xn + tn)- 

Démonstration; C'est juste une réécriture du théorème 13. 51 □ 

À partir des fonctions Cjp(a~^,c, s) ou Z]^"j'p(a~^, c, T) on peut construire 
les fonctions L p-adiques de Dedekind associées à une extension abélienne réelle 
M+/IfC et à sa p-tour cyclotomique M+ = M+[Tp.>] n R, n > 0. 

Soit X un caractère pair sur le groupe des classes de rayons modulo f, iîj. 
c'est à dire que x ^st trivial sur les images des multiplications complexes dans 
iîf ou encore x((7)) = 1 si 7 G Ûk et 7 = 1 mod f mais 7 non nécessairement 
totalement positif. 

Soit 

^^^0, Nk/q(0)^ 

la fonction L de Dirichlet associée au caractère x- 

Il découle du théorème 13.41 qu'il existe une unique fonction méromorphe p- 
adique iK,p(x, s) interpolant les valeurs aux entiers négatifs de Lk(X)S). De 
manière précise: 

Théorème 3.11. Soit p un nombre premier, f un idéal entier de K divisible 
par tous les idéaux premiers de K divisant p. Soit x un caractère de Dirichlet 
généralisé pair sur Rj (éventuellement trivial). 

Il existe une unique fonction analytique p-adique non identiquement nulle, 
Ltss^^p{x, s) , sur B{\,qp^~p^^ telle que 

^K,p(x, 1 - m) = iK(x, 1 - m), m S Z>i, m = mod 



3.2 Construction des fonction zeta partielles p-adiques 
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De plus si c est un idéal entier de K vérifiant les conditions (IH-2P on a 
Nk/q(c) 



qp--?^) , et (x(c)( /^"^"-''^'^ ) - 1)Lk,p(x,s) est une fonc- 



pour s E B{1 

tion de l'algèbre d'Iwasawa 
Démonstration; Pour s G C, di{s) > 1 on a 

xiB) 
Nk/q(0)'' 



Lk{x,s)= Y1 



Nk/q(0)' 



g ~ a 



Y,x{a~%{a'\c,s) 



aeRf 



donc 



(x(c)Nk/q(c)^-i - 1)Lk{x,s) - E x(a"')Cf(a-\c,5) 

oG-Rf 

Comme x est pair on sait que si m G Z>i, m pair, 

(x(c)Nk/q(c)-™ - 1)Lk(x, 1 - m) ^ 

On définit alors pour s G Cp n 5(1, qp p-^ ) une fonction analytique p-adique 
non-identiquement nulle en posant 



aeR, 



la fonction Lk,p(Xj s) ainsi définie ne dépend pas de c. 
La fonction 

CpnB{i,qp--^y — ^ Cp 

- 1 



(x(c) 



t^(NK/Q(c)) 



est une fonction analytique p-adique qui s'annule au plus en s = 1 si x(c) = 1, 
c'est le seul zéro possible car Nk/q(c)) ^ 1. 

Comme c peut parcourir un ensemble infini d'idéaux et même un ensempble 
dense au sens de la densité de Dirichlet d'idéaux premiers de K, on peut donc 
toujours trouver un c tel que x(c) 7^ 1 si x 6st non trivial sur Rj. 
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Si X est non trivial de conducteur f vérifiant la condition (|H-lll page O on a 
montré que 

s I — > Lk^p{x,s) 

est une fonction analytique p-adique sur gp^p^) non identiquement 
nulle. 

Si X est trivial de conducteur f vérifiant la condition (|H-lll page 13 on note 
''K p fonction L p-adique correspondante que l'on appelle la fonction zeta 

p-adique du corps K. On a donc montré que 

S' — > Cir (s) — — —, C 

Vi^(Nk/<3(c)) / ' 

est une fonction méromorphe p-adique sur B(l,qp~p^^ non identiquement 
nulle ayant au plus un pôle simple en s = 1. La fonction (^-^ ^(s) ainsi définie ne 
dépend pas de c. □ 

La non-nullité du résidu en s = 1 de la fonction ^ (s) fait partie des 
conjectures de Leopoldt qui sont démontrées pour le cas où IK totalement réel 
est abélien sur Q, gH, ^5] . 

Théorème 3.12. Soit p un nombre premier, f un idéal entier de K divisible 
par tous les idéaux premier de K divisant p. Soit u un générateur topologique 
du groupe multiplicatif 1 + çZp . Soit x un caractère de Dirichlet généralisé pair 
sur Rf . 

Il existe une unique fonction méromorphe p-adique non identiquement nulle, 
41p(x,r) e j._\^^ ^p[[T]], surB{0,l)- telle que 

^mlpix^u" - 1) = iK,p(x,s), s e B{l,qp^^) 

Cette fonction a au plus un pôle simple en T = u — \ dont le résidu en s = \ 
est nul si x sst non trivial. 

De plus si c est un idéal entier de K. vérifiant les conditions (|H-2p on a 

où 

ae-Rf 

ie,7,(a)xeK,(j,a) 

où L*'^^\x_+t) ~ J2k=ii-''k + tk)Vj^ki'^) ^''^ iTT'Ssure da^^l^^^ ^ a été définie 
au lemmê TS.Sl 
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Démonstration; C'est évident à partir du théorème 13. 111 □ 

On a la proposition évidente suivante: 
Proposition 3.13. Les mesures da^^!!^ ^ ^ dépendent 

• des cônes simpliciaux semi-ouverts Q-rationnels , {Cj)j£j, choisis pour 
former un domaine fondamental de R!j:/£'-|-(f) 

• du choix des vecteurs de base {vj,k)i<k<n du cône Cj 

• du choix du représentant dans une classe de rayon modulo f 
mais les intégrales 

J2 Y. f (i+r)^"K«^(^^*(^)))da(^f;^ ^(|) 

n'en dépendent pas 

Démonstration; C'est évident. □ 

Remarque 3.1. En particulier d'après la remarque IB.3I page 1771 on peut rem- 
placer dans les intégrales 



je./ a:eK(i,a) ""^p 



pour chaque x G T^ij, a) le cône simplicial semi-ouvert Q-rationnel, Cj par le 
cône Sj,xCj 011 £j^x £ Si on fait cette transformation les x_ £ TZ{j,a) 

changent, mais pas leurs composantes (xi, . . . ,Xk)^ autrement dit relativement 
au cône ej^xCj, l'ensemble TZ'^{j, a) est constitué par les £j,xX := J2k=i Xk£j,xVj,k- 
En effet si 



e a 

= 1 mod *f 



X = y^^XkVj.k 

k=l 

alors 

rt ( 

e a 



^j^x2L — ^ ^ ^k^'j^xyj.k 
k=l 



1 mod *f 



car £j^x — 1 mod *f. 



4 Théorie de Sinnott à plusieurs variables. 

Pour démontrer le théorème de Ferrero- Washington, ^2], W. Sinnott a énoncé 
le théorème suivant qui est le coeur de sa preuve: 
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4 THÉORIE DE SINNOTT À PLUSIEURS VARIABLES 



Théorème A-1 (W. Sinnott). Soit da une mesure surZp à valeurs dansOj^^, 
l'anneau des entiers d'une extension algébrique finie Lp de Qp. On suppose que 

F„(r)= / (i + T)*da(t) eûL,[[T]]nLp(r) 



On note pour s € Zp, rQ(s) = / {t)'^da{t), 

Jz* 



la T -transformée de la mesure 



da. Si u est un générateur topologique de 1 + qlip, on note Ga,u{T) l'unique 
fonction analytique bornée sur la boule -6(0, 1)~ telle que Ga^uiu^ ^ 1) = rQ,(s). 
On note da* la restriction à Z* de la mesure da. On pose 



{l+TYda*{t) 



(l+Ty^^Wda*{t) 



Alors Ai(r„) = fi{da* + d{a* o (-1))) 



Dans ce chapitre nous allons démontrer une extension à d variables du 
tlicorcme de W. Sinnott, le thcorcmc l4.8l que nous utiliserons au chapitre^page 
1251 pour obtenir au chapitre [ïïl page lïïSl une extension du théorème de Ferrero- 
Washington. 

Fixons d'abord quelques notations: 

Notations 4.1. Si K est un corps on note ^(Ti, . . . , Td) le corps des fractions ra- 
tionnelles à coefficients dans Â. Soit ^ un corps, soit (Ti, . . . , Td, X^ i, . . . , Xi^n), 
l < i < d, des variables vérifiant les conditions suivantes 

(H-4) (Ti, . . . , Td, Xi^i, . . . , Xi^n) sont pour i fixé des variables indépendantes 

on ne demande pas que les Xij et Xiij' soient indépendantes si i ^ i'. 

n 

Pour l<i<cîetl<j<mon définit les variables Yij e Xfj. que l'on 

fe=i 

suppose 2 à 2 multiplicativcmcnt indépendantes, c'est à dire que 

(H-5) VïG 3 0'^/) e [l,m]2, 

(y^^ = yIj, , avec a,6eZ^a = 6 = ol 

On posera 

Z^. = 'L={Ti,...,Td), ^^ = (Xo,...,X,,„) 

Soit pour l < j < m 

r,(X)=r,(Ti,...,rd)eiî(Ti,...,T<i) 
des fractions rationnelles. 
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Tout ce qui suit est une transcription de |38) en d variables 

Lemme 4.1. Soit rj{T) G ^(Ti, . . . ,Td), X.^ —j — h j ^ d) des variables 
vérifiant les hypothèses (IH-4|) et (IH-Sp on a 

m 

X! ) = =^ rj{X) e pour l <j <m 

3 = 1 

Remarque 4.1. Dans l'cnoncc du Icmmc on peut remplacer R par un surcorps 
et on peut donc supposer que ti est un élément d'ordre arbitrairement grand. 

Démonstration; On suit |2BJ. Raisonnons par l'absurde et supposons qu'il 
existe une relation non triviale 

m 

avec TjiT^ ^ ^ pour 1 < j < m. On peut supposer les fractions rationnelles 
fji21) € A{2^) non constantes et la longueur m de la relation minimale et 
supérieure ou égale à 1. 

Considérons pour 1 < i < d les .S-automorphismes du corps de fractions 
rationnelles Â{Xi^i, . . . , Xi_n) définis par 

Ti :R{Xi i, . . . ,Xi n) — > M.{Xi i, . . . ,Xi „) 

= (Xi,!, ■ ■ ■ ,Xi^n) ' > '''î(^j) = • ■ • it''^''" Xi^n) 

OÙ les ti G R {1 < i < d) et les 6;.^ e Z (1 < fc < n) seront choisis plus loin. 
On pose 

n 

On peut sans nuire à la généralité supposer que, pour chaque i G [l,rf], et 
Yi^2 vérifient l'hypothèse ljH-5() d'indépendance multiplicative. On peut alors 
choisir des éléments bi^k G Z tels que 



(8) V^e[f,d], 



= Ylk=i (^i,i,kh,k = 

Ci,2 = J2k=l 0.i,2,kbi,k 7^ e Z 



pour j 7^ f , 2 on chosit arbitrairement Cij ~ o-i.j.kbi.k G ^■ 

L'action de Ti sur les Yi_j est donnée par 

n n 
k=l k=l 
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4 THÉORIE DE SINNOTT À PLUSIEURS VARIABLES 



Les relations © impliquent que, pour 1 < i < d 

(9) if'^ = 1, Vt, e Jî* 

(10) i^''^ 7^ 1, si 7^ est d'ordre suffisamment élevé 
Posons 

i% = {ri{Yi,j), r,(y,.,)) = . . . , C'^F,,,) 

on a alors la relation 

m m 

En effet l'application 

rj{Yij, Ydj) I — > rj (ti(Yij), . . . , TdiYd,j)) 
provient du ^-automorphismc du corps ■ ■ ■ , X ^) 

X. I > T,(^^), 1 <i<d 

et donc 

m m 

L'hypothèse Q sur les c^j implique que 

m m 

Et l'hypothèse |(ïn|), f-''" ^ 1, fait que l'on peut choisir les ti de telle sorte que 
l'hypothèse de minimalité de m implique 

Vj, r,(rp-r, (i=.r .) €iï 

et l'hypothèse d'indépendance multiplicative des Yi^ implique 

Mais r2i'L) - ^2(^') € ^ contredit l'hypothèse r2iX) i- ^- En effet on a 
pu choisir 7^ et t d'ordre aussi élevé qu'on le désire ce qui entraine que l'on 
a aussi 

d'où la contradiction souhaitée. □ 
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Définition 4.2. Si a £ 'LpjOn note a l'image de a dans Fp ~ Zp/pZp par la 
surjection canonique. On pose par définition 

(i + Tf^E^^V'-eFpr]] 

Remarque 4.2. On confondra dans ce qui suit (1+T)° et (l+T)" pour a G Zp, 
le contexte indiquera duquel il s'agit. 

Lemme 4.3. Soit F une extension finie de ¥p. Soient ai,..., a„ des éléments 
de Zp linéairement indépendants sur Q. Alors (1 + T)"^,..., (1 + T)"" sont 
¥ -algébriquement indépendants dans le corps des séries de Laurent, F((T)). 

Démonstration; Soient alors D un ensemble fini de n-plets distincts d — 
(di, . . . , dn) € Z"g et soit bd ~ b^^i d„) € ^* tels que 

(11) E 6d(l + T)'^i''i+ -+''"'^" = 

C'est une relation algébrique sur F non triviale entre les (1 + T)°*. Pour chaque 
X G lip, il existe un unique F-automorphisme du corps F((r)) qui envoie (1 +T) 
sur (1 +T)^. La relation 111|) implique 

Va; e Zp, J2 Ml + T)("i''i+-+""''")^ = 

deD 

L'hypothèse d'indépendance Q-linéaire des (ai)i<i<„ implique que les quan- 
tités aidi + • • • + andn sont toutes distinctes puisque les n-uplets d le sont. Le 
lemme d'Artin d'indépendance linéaire des caractères implique alors que b^ ~ 
pour tout dGD. □ 

Proposition 4.4. On se donne pour chaque d-uplet ?; = [rji, . . . ,rjd) G V^, où 
V ~ (Z/gZ)*, une fraction rationnelle 

r^m=r^{Ti,...,Td)G¥iTi,...,Td) 
Pour I un sous-ensemble de [l,d] on pose 

(12) {{xi {!),..., }ii{d)) avec xi{i) = 

et si rj G on pose yc^r] = {>ci{l)rji, . . . , >ci{d)rjd). Alors la relation 
E r^((l + r)"S...,(l+T)"'') ==0 

implique que l'on a 

^iî^r,((l + r)^^(i^''i , . . . , (1 + T)'"'^'^'^'^'^'') G F 

/C[l.d] 



+ 1 sii <^ I 
— 1 si i G I 



30 



4 THÉORIE DE SINNOTT À PLUSIEURS VARIABLES 



Démonstration; Soit A C Zp le sous groupe additif engendré par V. Soit 
(61, ...6„) une Z-base de A. Posons m = ■^'lf{V) et soit 771,. .. , t]„i un choix de 
représentants de y/{±l}. Posons 

X, ^ (1 + r)''% \ <i<n 

les Xi sont par définition des variables indépendantes sur F. Puis que les hi 
forment une Z-base de A = Zryi + • • • + Zyy^; on a 

n 

r\i = O'ijbj, avec a^j- G Z 
Posons aussi pour 7/ = . . . ,77^) G (F/{±1})'' 

y ^ = (Fi,^, . . . , y^,^) - ((1 + T)"^ , . . . , (1 + T)"'') 

on a alors 

Montrons que pour tout couple [rj^r]') S ^(l//{±l})'^, (l//{±l})'^j avec ry 7^ 
77', il existe un indice i avec 1 < i < tel que 

= ^î!*,,' avec a,6eZ^a = fe = 

En effet si 7^ 77' alors il existe i tel que 1 < i < d et li,,, 7^ ^î.i;'- De plus 
77i G y/{±l} et 77- G T^/{±1} sont Q-linéairement indépendants si 77^ 7^ 77,' car les 
racines (/)(g)-iènies de l'unité modulo ±1 le sont. Les conditions d'application 
du lemme I^TTl sont donc satisfaites. 

La proposition découle alors du lemme WÂ\ On écrit 

r^((l + Ty'»,...,(l+T)"'') = 
Posons pour 7] e (y/{±l}Y 

IC[l,d] 

On est alors dans les conditions du lemme 14.11 avec Tj remplacé par iî,, . □ 
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On suppose maintenant que Â est un corps local, extension finie de Qp, 
d'anneau des entiers Osi et muni d'une uniformisante locale tu 

Définition 4.5. Soit da* une mesure sur (Z*)'* à valeurs dans Ùj^. 

On note pour h comme à la proposition \4.4\ d{a* o jij) la mesure sur (Z*)'' 
telle que si Oi,...,Od sont des ouverts compacts de Z* et Lp^ G C(Z*,Qp) est la 
fonction caractéristique de Oi, 



^o, (^i) ■■■^o, (^d)d{a* o ^^)(|) = / ^^^^^ (ti) . . . ^^^^^ {td)da*{^ 



On pose 



(13) 



da* — d{a* o 

IC[1M] 



Définition 4.6. Soit da <E C'(Zp,0^) = Ad(£).fi) = Ad, le support W de da 
est le plus grand ouvert de tel que / f{t)da{t) ~ pour toute fonction 

f e C{Z^,Ùsi) telle que /(|) = sur W . 
On pose 

Fa,*{T)^F^,iTi,...,Td)^ f (l + TiY^ ...il + TdY^da*it_) 

On dira que Fa' (T) ou que da* vérifie les conditions ljH-6|) si 

1. Fa. iX) e iî(ri) Si{Td) n 0^[[Ti, . . . , Ta]] 

2. Le support de la mesure a* est contenu dans l'ensemble 

't_={tu...,td)e{Zpy, t.epp'Z;, 

d 

y^Ji e P'"Z*, T < inî Pi 



(H-6) 



W = Wr, 



L'hyptothcse sur le support W de da* implique en particulier que 
d 



Fa' (T) 7^ pour l<i<d 



Lemme 4.7. Si la mesure da*{ti, . . . ,td) sur vérifie les conditions (|H-6p 
et si 

Fa'{T)^ f (l + T)*i+-+*^da*(^i,...,td) 
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alors il existe une unique mesure dSl{t) sur Zp telle que 

F„.(r) = / (1 + T)*d2l(t) 



Le support W% de dSi est contenu dans p'^l^* 
Démonstration; C'est évident. 



□ 



Remarque 4.3. Si da* est une mesure sur vérifiant les conditions (|H-6p 
il existe une unique mesure sur d/3 que nous appelerons encore la Gamma- 
transformcc restreinte de la mesure da* telle que 



(1 + T)^"(*i+-+*'')da*(É) = / (1 + T)(*i+-+*<')d/3(É) 



Si les exposants pi et r sont tous nuls alors d/3 est la Gamma-transformée 
restreinte de la mesure da* , cf. définition ICI 31 page 19 11 et proDOsition lC.16l page 

El 



Théorème 4.8. Soit da* G Ad{£)fi) une mesure sur (Z*)'^ vérifiant les condi- 
tions HH-6P . soit u un générateur topologique de 1 + qZp, soit 

Gc^'AT)^ [ {l + Tf-^''+-+*'^da*{t)eDsim] 



On pose 



da* = d{a* o >ç_j) 

/C[l,d] 



alors 



I Ga- ,u{T) I 



(l + T)^"(*i+-+*'^)da*(i) 



(i + r)*i+-*<'d5*(i) 



Démonstration; Tout d'abord remarquons que 



(i + r)\ )da*it) 



En effet, posons 
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où log est le logarithme p-adique d'Iwasawa, ^ïï]. Il est défini de la manière 
suivante: si w € 1 + SUlp on pose 

\og{w) ^(w-l)- ^ — + ^ — + ... 



Ensuite il est prolongé à Cp — {0} de manière à respecter l'équation fonctionnelle 
log(îi'iW2) = log(wi) log(zi;2)- Il dépend du choix arbitraire de log(p). Nous 
imposerons ici par simplicité le choix log(p) = 0. En fait ce n'est pas nécessaire. 

log(p) 

Le résultat ne dépend pas de ce choix du moins tant que € Z„. 



On a alors sous les hypothèses (|H-6|) 



^u{tl + ■ ■ ■ + td) = Cu 



Comme r = inf^ pi on peut donc supposer sans perte de généralité que r = et 
donc que 

ti + --- + tdeZ* 

Il est bien connu, |31| . que le logarithme p-adique réalise une isométrie de 

I + gZp sur qZip et donc que £„ est une isométrie 1 + qZp sur Zp . 

Si A; G Z>o on pose 

XkM = {{ti,...,td)eZ'^ I \Cu{ti + --- + td)-k\ <p-^} 
yk.h = {{ti,...,td) eZp\\{ti + --- + td) -k\ <p-''} 

II est clair que Xk^h et yt.h sont des ouverts compacts de Z'^. On a une 
décomposition de Xk^h et yk.h en une réunion disjointe de sous-ensembles 



yk,h.j = B{ji,p-'Y X • • • X B{jd,p~Y, (.71, ■■■,3d)e Z'^ 



d 

>0 



Il est évident que Xk,h et yk.h sont des réunions disjointes de produit de boules 
fermées de rayon p, < p < 1. La seule chose à montrer est que l'on peut choisir 
p = p~^. On a 

{ti,...,td) e XkM =^ {ti +qp'\...,td) e Xk,h 

respectivement 

{ti,...,td) G ykM {h +/,..., td) e yk,h 

On a une bijection, <&, entre les ensembles Xk^h et yk,h construite de la manière 
suivante, si 

d 

Xk,h,,^Y[Biu,p-'y (iXk,h 
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et si 



on pose 



u'' = jt niod < < p'' - 1 



^£=1 ' i=i 

ou de manière équivalente 
Donc si 

r 



k=0 



(14) / (l + r)<*i+-+*^>da*(t)= lim V 6fc,^(l + T)*W 

et donc d'après le lemme 1^X61 page IÏÏ7I on a 



(15) 



Ab 



Posons pour 1 < i < n 



Vo 



{ti + ---+ td) 
On posera aussi 

W= (?7i,...,J7d) G v'^ 



Vi = —1 Ui = 1 + qZp 



Soit pour rj E W la mesure sur Uf définie par 



+ T)'^ip'''^i+-+n^p''-'^^dp^{w) = / (l + r)<*i+-*''>da*(i) 



Alors on a l'égalité 

f (l + r)<*i+-*''>da*(|) = V / (1 + T)[P' 



■PirfimiH [-p''<'iïdt«d] 
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Un des problèmes si l'on veut appliquer la méthode de W. Sinnott pour 
calculer la norme du second membre est que les rji sont liés par la relation 

On va donc supprimer cette liaison par un calcul très analogue à celui de la 
fonction Betad'Euler S = a;î'-i(l-a;)9-Mx comme produit-quotient de 
fonctions Gamma, où à celui des sommes de Jacobi J(x, ip) = J^xew x(^)V'(l~ 
x) en produit-quotient de sommes de Gauss. 

Grâce à l'hypothèse que nous avons faite sur son support, nous pouvons 
associer à la mesure da*{t) une unique mesure d^*{x) sur (Zp)"* telle que si 
hi > Pi pour 1 < i < d on ait 

^tiM-Piiti) ■ ■ ■ (p^^,h^-pAtd)d^*ig) = 

fhMiti) ■ ■ ■fiéMÀtd)da*{t) 



où ipi,h{t) est la fonction caractéristique de la boule fermée de Zp de centre i G 
et de rayon p~'^. 



Alors 



(1 + r)<*i+-+*''>da*(t) = / (1 + r)<^ip'"+-+^''p">d»*(x) 



y / (l+T)S-i"'-P'''(i(«B*or)-i)(x) 



où 2 = iVi ,---,Vd )■ 

On en déduit que d/?,, = (i(îB o rj^^ . Considérons alors pour 7 e y la mesure 

d-yriim) = dPrjin'^-^ 

où (7~^w) — il^^wi, . . . , j'^Wd). On a alors d'après la formule (|44|l d^riilin) — 
d(iri{l~^w) et donc 

Si rj parcourt W alors 777 parcourt et donc 
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D'après la formule lITTI) rf/î,, 
Comme 



o rj. 



Fa-m = I (1 + T^Y' • • • (1 + TdY'da*{t) 



vérifie les conditions IIH-61) il en est de même de 



On a donc 



f {l+T)^*^+-+t-i)da*{t) 



OÙ F,,((f + Ti), . . . , (f + Td)) vérifie les conditions ||H^. 

On peut supposer que \\Ga* ,uiT)\\A = 1 et de même on peut supposer que 
da* = d{a* o >f/). 

En effet si da* correspond à une fraction rationnelle satisfaisant les condi- 
tions ljH-6|l . (jH-6|l , il en est de même pour la fraction rationnelle correspondant 
à la mesure d{a* o xi) et aussi pour la mesure 

dà* = d{a* o Kj) 

/C{l,...,d} 

Cette dernière vérifie les relations 

G5..«(T) = 2'^G„.,„(T), (5*)* =5* 

et 



7C{l,...,d} ^7c{l,....d} 

donc si le théorème vaut pour da* il vaut aussi pour da*. 
Sous ces hypothèses 

P^'iT) = ^ f {l + Tf' ■■■{l + TY^dà*{t)eRiT) 



et 
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D'après la proposition 14.41 si p ^2 

ll^s*|L, <i=^^ E ^^5*o,((i + rr,...,(i + rr^) eF 

011 F = O^/wOr et 011 Fâ'ori est la réduction de Fâ'ori module une uni- 
formisante locale TU de O j^. 



Les fractions rationnelles F,j{Ti, . . . , T^) vérifient les conditions l|H-6|) . il en 
est donc de même de la fraction rationnelle F^'oiy On a 

(16) E ^5»o^^g((i + r)=) eF, yge{v/±iY 

/C{l,...,d} 

Or on a supposé que Fa* oit = Fa* et par conséquent on a Fq.o>ç rj = 
Fa*oetaCC qui implique que 2^^ F à* or) G F. 

D'après le lemme ETI il existe une unique mesure sur Zp d3lor] dont le support 
W est d'intersection vide avec pZp (car on a supposé que t = 0) et donc 

E Fâ,,^J{l + T)^ = f (l + T)*dào^(É) mod tJ7D^[[r]] 

/C{l,...,d} ' -^^P 

Donc d'après la relation (|16(l on a 

(M. o 77(é) = c,,(5o mod ■n7C'(Zp, Ûjî) 



= 



et comme le support de dSlo rj est d'intersection vide avec pZp ceci entraine que 

Comme on a supposé que p ^ 2, on en déduit que 

Fà*o^{il + Ti),...,il+Td)) emDsi[[Ti,...,Td]i -igeV 
Autrement dit 



On a donc une contradiction pour p ^ 2. 

S\ p = 2 alors = 2 et donc a* = a* o rj pour tout rj E {±1}'' et donc 



Ga'AT) e 



2'^-^Di^[[Z]] sid>2 
2Û.^[[T]] si d = 1 
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Nous voulons montrer que 
1 



< 



jGa',uiT)^0 mod CÎ7 si d > 2 



l2 



Ga',uiT)^0 modm si d = 1 



L'expression de montre que si l'on suppose 
1 



2d- 



1 



— Ga*,u{T) — mod vj si d > 2 



2Ga',uiT) = mod TU si d = 1 



alors 



a 



e TU Ad 



On a donc aussi 



jjd 



O Kl = a O Kl 



E m Ad 



Mais alors 

a* = ^ a 

/C{l....,d} 

ce qui contredit notre hypothèse sur a*. Le théorème est démontré aussi pour 
p = 2. □ 

Corollaire 4.9. Soit a e alors 



Démonstration; Il suffit d'appliquer le théorème l4.8l à la mesure de Dirac de 
support W = {a}. □ 



5 Norme de séries d'Iwasawa. 

Nous allons montrer que la norme de la série d'Iwasawa Z^''^^{x,T) attachée à 
un caractère de Dirichlet généralisé pair vaut |2"|. 

Ce résultat équivaut à la nullité du fj, invariant analytique d'Iwasawa des 
fonctions L p-diques pour un caractère de Dirichlet généralisé associé à une 
extension abélienne réelle d'un corps totalement réel dont le conducteur f est 
divisible par tous les idéaux premiers de K au dessus du nomnbrc premier p. 

Pour calculer la norme r)||^ nous construisons des fonctions 

auxiliaires analytiques p-adiques Yj (x, c, T), (x, c, T), Gf (x, c, T) e n 



5.1 Construction de fonctions auxiliaires 



39 



^b(Qp[x]) dont la norme \\G^{x,c,T)\\j[^ est la même que celle de Zll'^p{x,T). 
De plus Gf (Xj c, T) est la Gamma-transformée restreinte d'une mesure à n + 1 
variables associée à une fraction rationnelle (x, c, (Tq, Ti, . . . , T„)) qui satisfait 
les conditions (|H-6|I pagelïïTl 

La propriété principale des fonctions auxiliaires est que les variables d'inté- 
grations t apparaissent par l'intermédiaire de formes linéaires dans les exposants. 
Ceci permet de montrer qu'elle est associée à des fractions rationnelles. La 
norme de Gf(x,c,T) pourra alors être calculée grâce à notre extension de la 
théorie de W. Sinnott ( théorème 14 . 81 page lïï^ . 

Le point crucial pour linéariser les exposants tient dans la remarque suivante: 
on peut remplacer partout dans les formules de Pierrette Cassou-Noguès pour 
la série d'Iwasawa f"p(Xi T) l'idéal f par fi = p^f. Autrement dit on remplace 
la Zp-cxtension cyclotomique de M.^ par la Zp-extension cyclotomique du corps 
M^. Dit autrement on utilise l'isomorphisme continu entre Zp et p^Zp. 

Ensuite on utilise intensivement l'écriture des fonctions analytiques p-adiques 
bornées sur 5(0, 1)^ sous la forme 

FiT) = Y. KhbjAl + T)'' + ((1 + T)"" - l)Gh{T), 

k=0 

WGhlU < \\F\U, 3/^0 tel que ||J^|U, = ^ {b^MÏ 

0<fe<p''o-l 

On utihse en fait l'isomorphisme Ab — C'(Zp,Cp), cf. aussi ou 0]. On joue 
ensuite sur la possibilité de modifier F € 1[[T]] modulo ((1 + T)p''° - l)Z[[T]] 
sans changer sa norme. 

5.1 Construction de fonctions auxiliaires 

Soit f un idéal entier de Ûk divisible par tous les idéaux premiers de Ûk divisant 
p. Soit £ un entier, on pose ff = p^+^f. Soit R^^ le groupe des classes de rayons 
modulo fi de Ok- 

Lemme 5.1. On suppose la fonction T i— > 'f"p(Xj 2^) '^on identiquement nulle, 
on note 3^ = II^K '"^(Xj T^) • existe un entier i > tel que 

p'-i 

4,5 (X, T)=Y^ 6,,,(1 + Tf + ((1 + Tf' - l)Gi{T) 

k=0 

sup |6mI = I|41p('i"'-c,T)|U, 
Gi e Zp[[T]], ||G,iU, < \\Z^"l^ia-\c,T)\U 
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Considérons la décomposition de Shintani-Colmez de (K^)"/S_|_(f^) en cônes 
Cj, j G Jjg. On impose aux vecteurs de bases (wj,/c)i<fc<n des cônes Cj d'appar- 
tenir à UYiaeBf '^^ vérifier la condition |Tr][f/Q(wj_/c)| — p~'' pour tout 
j G Jfj et pour tout k G [1, n] (nécessairement p > i + 2). 

On définit pour a G Rf^, j (z Jf^, x Cz TZf^(j,a) et x caractère de Dirichlet 
généralisé pair les fonctions de Ab{Qp[x\) 

c-l n 2^^'' 

y//-^V-\ c,T) = ^(NK/Q(a))(l + T)-^"(N,,,(„)) J2 II 

(5=1 fe=l ^3,k 

On a alors la congruence et l'égalité de normes 

Yu{x,^,T)^Z'^;l^{x,T) mod ((1 + T)('- V+^) _ i)3^z^[[t]] 

||r,,(x,c,T)||_,^ = ||z;f^:)^(x,r)||_,^ 

Démonstration; L'existence de l'entier £ est assuré par le lemme lU^ page 
1861 il existe même si la norme de ^Kf"p(Xj2^) ^st nulle. 

Soit (Ji^p = o 1 < z < n, les plongements de IK dans Cp. On confondra 
dans la suite ai et ai^p. La condition |Tr][j/Q(wj,fe) | = p"'' est facile à réaliser en 
multipliant les vecteurs Vj^k par des puissances de p convenables. 

D'après le corollaire 13.101 page [53 on a en utilisant la décomposition de 
Shintani-Colmez d'un domaine fondamental de (M!j_)"/-Ë'+(fc) 

= (-ir E X(a-^)(1 + T)-^"K«("0^(NK/Q(a)) 
Par définition avec les notations 13.31 page 1111 

n 

4=1 

Comme par hypothèse l'idéal f est divisible par tous les idéaux premier de IK au 
dessus de p on a 

(17) VI < i < n, V^e 7^f,(.7,a) V|€ Z;j \L*'^'^{x + t) - l| < 
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On en déduit que 

Nr.m(L*Ax + t)) - N^,/„((L*Ax + t) - 1) + l) 

n 

=TT((^;'^'^(^)-i)+i)- 

= 1 + f(x + t), sup \.f(x + t)\ < p 



Il est clair en effet d'après (23) que f{ x + 1 ) e p^^+'^Zp. 
Par conséquent 

(■^ [NK/o(^:(^+t))] ^ (1 + y)-g..[l+p'^"go(^+t)] 

oii go{x_+_t) e C(Zj,, Zp) et donc 

oîi ffi ( a: + t ) E C{Zp, 1p) ce que l'on peut encore écrire 

En développant {((l + r)(« p "'-1)+1) " par la formule du binôme 
de Newton il vient 

(1 + T)^"K4^1(^))] = 1 niod ((1 + r)(?"'p'^') - l)Zp[[T]] 

En reportant cette congruence dans la formule du corollaire 13.101 page 12 21 il 
vient facilement 

<f:îp(x,r)^(-l)" Y. x(a-^)(l + r)-^"KoW]^(NK/Q(a))x 

xY. J2 [ dc^a-tA^ mod((l + T)(^-V-)_i)3^2^[[r]] 

En effet comme Z^\ "^ (x^T) est une fonction analytique bornée sur i?(0, 1) 

il existe une mesure dA{t) sur Zp telle que / (1 + TYdA{t) = Z^'f Ux,^), 

lemme ItJ .41 page 1861 On a une expression explicite de la mesure dA en fonction 
des mesure da^Jlj;^^ ^ 



'^p a,j,x+r S=l 1 



c-1 ^<5(a;fc+rfc) 

M 

_ JP'' 

j, x+r 5—1 ^ j-k 
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où la première sommation est sur 

W=[ae Rf, j e Jf, £ G 7^f (j, a), < < /|f| - 1, l<k< 

Vj.k 



k=l 



Si on prend p'' = q ^p^^"^ on a le résultat annonce en écrivant grâce au 
lemme IC.4I page (HH! 



4:f::p(x,T)= E^'^.''(i+î^)' ^oàiii+T^^-^ )-i)3a[[t]] 

fe=0 

par le choix de /i on a supo<fc<pfi_i |6fc,h| = 3x- Comme les seules k tels que 
7^ sont ceux pour lesquels il existe a € iîf^ tels que |fc — /CM(NK/Q(a)) | < 
. Enfin on peut remplacer ces k par >C«(NK/Q(a)) sans changer la congruence 

à cause de l'inégalité sur la norme des bkji rappelée ci-dessus. 
Par définition de ^ on a 



Y, x(a-^)(l + T)-^"K^>)]u;(NK/Q(a)); 



Par application du corollaire IC . 71 page 1871 on a 
\\zll£,ix,T)\\^^ = E X(a-^)(1 +T)-<^-/«(«»c.(NK/Q(a))x 

X E E / 

et plus précisément 

4Xp(x-T^)^ E x(a-^)(l+T)-^"(^»'/«(»))c.(NK/Q(a))x 

E E d<^ttM -od ((1 + T)^"-'^'^') 1)3,Z,[[T]] 



On pose 
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Si l'on revient à la définition des mesures da^Jij'^ ^ on obtient l'expression 
suivante de Yf^ (a~^, c, T) 

c-1 P**-! p''-l II <5(a:fc+mfc) 

X _ _ _ TT ZM_ 



E E Y.,}Too E ••• E n 



En sommant les progressions géométriques il vient 
Yu{a-\c,T) = (l + r)-^"(N«/«("))c.(NK/Q(a))x 



c— 1 n iSa;*; 



On a alors 



j£Jf^ îeK,,(j,c.) 5=1 fc=l J.fe 



yf,(x,c,T) ^ 4X;,(x,r) mod {{1 + Tf - l)5Mx][[T]] 
et donc par le choix de £ 

||yax,c,T)||_,^=.||4X!p(x,î^)IU, 

Le lemme est démontré. □ 

On va reprendre le même calcul en utilisant la remarque IB.3I page 1771 de 
l'annexe IbI 

Notations 5.1. On garde les notations du lemme lïïTI On choisit pour chaque 
j € Jff chaque x G TZf^ et chaque o £ Rf^. une unité ej^x,a € £'+(ff)- 

On pose ■yj-j.'"' = ej^x,aVj,k on pose zj-j.'"-' = e{TT^/Q{vj^°)) . 

On définit la mesure da^Jl'j^^ ^(t) comme au lemme rOl page EIH en remplaçant 
les Zj^k par les zj^^ 



™ c— 1 n 



c-1 n /'^fen)^'''''! 

(x,a)\ ip*" 



.^=1 1 - 



5=1 fc=l 1 ~ [Zj.k ) 

c-1 n / {x,a)\S(xk+rk) 

E^n ~ 

5=1 



Corollaire 5.2. j4'(;ec fes notations précédentes. On définit pour a G R]^, 
j e Jff , X G TZfi{j, a) et X caractère de Dirichlet généralisé pair les fonctions de 
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èïMi-(i + T)W-^-."')(,fe"))^ 



je.Jfi. xeiZf^U-a) 

On a alors l'égalité 

||xai,x,c,T)||^^ = ||z;'j;^(x,r)|U^ 

et de plus si 

X^,ig,X,c,T)= Y.hA^ + T)" mod {{I + t/ -l)\Zp[x]m] 

k=0 

alors 

||-'^ff(£,X,c,T)|| = sup \bk,A 

0<fe<p«-l 

Démonstration; On reprend le calcul du lemme lÏÏTI mais au début nous le 
faisons de manière plus précise c'est à dire modulo en fait ((1 + T)' p +4 _ 

Pour simplifier l'écriture on oubliera systématiquement les unités £j,x,a dans 
les notations. 



N^fn(L*{x + t)) = N^jo((L* (x + t ) - 1) + l) 

n 
i=l 

= 1 + Tv^/Q{{L*/'\x + t) - 1) + (f(x + t) 
où supjg2"l/(2Jll)l — P^^^^"*- Il est clair en effet d'après (fTTjl que f{ x + 1 ) e 

Par conséquent 

^ _^y^-Cu[NK/Q(i*(^))] ^ (1 + y)[Ti-K/o((£:''"(:r+t)-l)+g~'p"'+-*gQ(a:+t)] 

OÙ qpj x + t ) e C(Zp,Zp) et donc 
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(1 + y)^"[NK/Q(i*(£±t))] ^ 

= (1 + T)^^-A<^^T'''(E±Ê-^)^(^{{i + r)(?-'p"'+') _ 1) + ^y°^^^ 

En développant (((l + r)(« p = par la formule du binôme 



de Newton il vient 

mod ((i + r)('"''"+')-i)z,[[r]] 

En reportant cette congruence dans la formule du corollaire 13 . 1 01 page 1221 il 
vient comme au lemme I01 



4j:îp(x,r)^ E x(a-^)(-l)"(l+T)-^"K/«(")]c.(NK/Q(a))x 

mod ((i + r)(^"V^^')-i)3A[[r]] 

En revenant à la définition de la mesure dci'l'^ ^ ((t) il vient 

^ E ^('^"')(-i)"(i+î^r''"^''''^''^"^^-(NK/Q(a))E E Ex 

ne-Rff ieJ,^ œe7î,^(j, a) «5=1 

X lim ^ ... ^(l+T)P'^''«'^^^=i'='='''-'='"^)Jx 

1-1=0 i'„=0 



X 



1 — 7 

fc=l ^ ^].k 

mod ((i + r)('?"î'"+')-i)3 A[[r]] 

On somme les séries géométrique en , on remarque que 

1 - fi + r)Ti-K/Q(p''fi.fc)]^'5p'' 

(18) lim ^ —, ^ = 1 

il vient 
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c-l 



J2 x(a-^)(-ir(l + T)-^"K/«(»)]c.(NK/Q(a)) E E E 
oeflfj, je-^ff ^eTC, (j.a) <5=i 



(1 4_T)['^''«'/'2((^ï=i'^'="^-'=)~^)] J]^ - 



Comme 



(ELia:^fcWj,fc) - 1 



mod ((1 + T)(«"î'"^') - l)3c/«Zp[[T]] 
< p^'^^ on en déduit que 



4?f:îp(X-T^) ^ (-ir(l +T^)"''"[''*=^^^"^]a;(NK/Q(a))x 

xV V VIT ^^^^^ 

mod ((1 + T)('"P'+') - l)3c/«Zp[[T]] 
D'après le corollaire IC. 71 page [ÏÏ7I on a 

E x(a-i)zg^^^(a-\c,r)^ E x(a-^)(-l)"(l+T)-<NK/Q(a)>x 

c— 1 n yiSa^fc 



^))E E EnT-7T. 

jeJ,, xeK,,0-,c.) 5=1 A;=i '-^ ^ ^ ^ -"j.fe 

mod ((i + r)('"p'+')-i)3c/..Zp[[T]] 

Le second membre n'est autre que (1 + T)~^^ "^ft (êi Xi T). Or on a claire- 
ment 

||(i + r)-^'"Xf,(|,x,c,r)||_^^ = ||Xf,(£,x,c,T)||_^^ 

La preuve du corollaire est complète. □ 
On peut aussi montrer le Icmmc suivant 

Lemme 5.3. On suppose la fonction T i-^ ^K f^ pi'^^^ ' ^) '^'"^ identiquement 
nulle. Soit i > un entier tel que 

4:L(a-\ c, T) = E bkA^ + Tf + ((1 + Tf l)G,{T) 

k=0 

sup |6,,,| = ||zg.p(a-\c,T)|U, 

0<fc<p«-l 

Ge e Zp[[T]], ||G,|U, < \\zi%{a-\c,T)\U 

Considérons la décomposition de Shintani-Colmez de (R!j_)"/i?+(f£) en cônes 
Cj, i G J^i,. On impose aux vecteurs de bases, Vj^k, des cônes Cj d'appartenir 
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à f^a e't de vérifier la condition |Tr]g/(Q)(wj^fc)| = p pour tout j £ J et tout 

k e [l,n]. 

Choisissons un ensemble fini d'idéaux 3{a, f, f^) de Ûk comme au lemme \B~l\ 
vaae \f)fA Alors la fonction de Ab(jQp) 



vérifie 



jeJf, xGnf^ij,a) 5=1 fe=i J'k 



Démonstration; On utilise le lemmc IbTI page ISÏÏl ensuite aux notations près 
la preuve est la même que celle du lemmc 15.11 □ 

Remarque 5.1. Autrement dit on a montre qu'à une permutation près, les 
coefficients bk/ de Z^'l^p{x,T) et ceux de yf^(x, c, T) ont même maximum en 
valeur absolue. 

Nous allons définir une mesure dOS^^cjf sur Zp+^ qui satisfait les hypothèses 
du théorème 14.81 page 1321 On calculera la norme de la fonction 

de deux façons différentes. On montrera d'une part que sa norme est égale à 
ll-^K 'f"p(X; et que d'autre part elle pourra se calculer facilement à l'aide 

du lemmc lÏÏ^TI 

Auparavant posons les définitions suivantes. Nous gardons les notations 
et conventions introduites au lemme [5.1l et au corollaire 15. 21 

Définition 5.4. Pour z G on définit la mesure de Dirac par Sz{f) = 
J^^ f{t)dô,it) = f{z) pour / G C{ZpXp)- 

Pour a S iîfj, j G et xG TZji, choisissons une unité Saj.x £ E^{fi). Soit 
a £ et soit un entier naturel tel que 

|a<. - w(NK/Q(a))| < 

On note Lpr,h{t) G ^(^pjCp) la fonction caractéristique de la boule B{r,p^^)'^ C] 
Zp pour < r < p'' — 1. Soit d'^&'^^l^ ^ ^^{tQ,ti, . . . ,tn) la mesure sur Zp+^ définie 
par 
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= ^[-NK/Q(a))](Vro.h(io))Xl n 



à=l fc=l 1 - [Zj k ) 

Soit (iQ5*_i ^ la mesure sur Zp^^ définie par 
Soit dOS* (t) la mesure sur TL^'^^ définie par 

Lemme 5.5. Les mesures d^^JlY^^ et dQ5*_i ^ oni Zewr support contenu dans 

[te I e hNK/Q(a)]Z;, (ti,...,t„) G (af(/+p''Z;))"} 

La mesure d*B* a son support contenu dans ^a<^B.^Wafrak 
Démonstration; Immédiat à partir des définitions des mesures d''&'^^!^ ^ 

Définition 5.6. Posons w — (wq, . . . ,Wn), w = wq + ■ ■ ■ + Wn et soit pour 
\T\<1 

Guia-\c,T)^Y. E GSf)(a-\c,T) 

je.J xe'R.ij,a) 



Gu{x,c,T)= Y. x(a)Gf,(a-i, c,r) 



On a alors le lemme suivant 



Lemme 5.7. Pour T G Cp on a 



g\'-^^ (a-\ c, t) = (1 + r)[-N«/«(°)i y n '^"^ \ , 
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Démonstration; D'après la définition de la mesure d^^^lj\ ^^ito,w) 
G'^'^\a~\c,T) = (1 +T)[-n^vq(")1 

ri=0 r„=0 (5=1/0=1 ^ '^j,k 

Le reste du calcul est le même que celui du lemme lÏÏTI d'oii le résultat □ 
Proposition 5.8. La mesure rfS* ^ j^iin) vérifie les conditions (jH-6p vaoe \m\ 

Démonstration; Pour simplifier on oublie de mentionner l'unité ej^x.a- Pour 
la mesure posons 

Gf,(x,c,(ro,ri,...,T„)) = 

= ^ ^^(l + ToP(l + Ti)"'^...(l + T„r"d»*,,,f,(l) 
D'après le lemme lïïTI on a donc 

Gf,(x,c,(ro,...,r„))= Y. ^('^"')E E ^ 

c-l n _|_ T, 'l'^fP'' 

Sur cette formule il est clair que la mesure dS* ^ j (w) vérifie les conditions 
page EU □ 

Proposition 5.9. S'oii x î**^ caractère de Dirichlet généralisé pair surTZ^. No- 
tons d^^^l^^^ ff (— ) ^'^ mesure sur Z^"''^ telle que 

^(1 + r)(«'o+-+'"")ds^^:f^^ = / ^(1 + r)^"("'o+-+"'.)(i(8fe)^ ^^(^) 

de même soit 

d»X,c,f.(M)= E X(ci"')rf»a-i,c,f,(^) 

On pose 

Gf, (x, c, T) - / (1 + r)(-«+-+-")d»;,,c,f. M 



||Gf,(x,c,r)||_^^ ^ ||Xf,(x,c,T)||_^^ 



50 



5 NORME DE SÉRIES DIWASAWA 



Démonstration; Le logarithme p-adique est une isométrie de 1 + gZp sur qZp 
et le support de d^a~^,c,u '^^^ wq + ■ ■ ■ + Wn & —'^K/qi'^) + P'^'^pi on en 

déduit que 



''0 + ---+^ 



Comme 



a) 



aeRf 



J2 Xia^') / 



c-1 



J2 x(a-^)(l + r)--<'^K/o'»' E E E 
aeflf, ieJf^ îéK,^ A=i 



n 



ce qui équivaut à 

(i + r)^"("'«+-+'"")d%,c,f,(2£) 



mod {{l+Tf -l)Zp[x]m] 



compte tenu du choix de £. 
Proposition 5.10. On a 



□ 



c-l 



G,(x,c,T).2"- E E E E 

aeRf^ jeJfg xt^TZf g{j,a) 5=1 



(1 + r)[-NK/Q(a)] 



(1 + T)" 



kài 1 - (1 + T)'^'"''^^/'i'^'"j~k ^ 



(1 + r)[^K/<i(o)i jj^ 



1 - (1 + r)[°'^'''"ï(''^"'' J 

mod ((l + r)î''-l)Zp[x][[T]] 
Démonstration; D'après le théorème 14 . 81 page 1321 on a 
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1 "'^ 

^ 7C{0,n}reK,^(j,o) 5=1 

(1 + r)'*-f('')[^^K/'a(")] 



n 



^^^1 1 - (1 + y)[^-r(fc)afTrK/Q(«*-fc'"')]^5^^ 

Le choix de le choix de £a.j,x dans £'_|-(f^) et celui de Vj^k dans entraînent 

que 

(1 + r)'^''K/«j(^J.iEL,o1'j.*;) ^ (^1 -(- y)TrK/Q(«j,fc) 

= (1 + T)P' = 1 mod ((l + r)î''-l)Zp[[T]] 

Par conséquent 

TT — ûTT) ((1 + ty' - i)Zp[x][[r]] 

ne dépend pas de la fonction ki et le résultat s'ensuit. □ 

Les symétries que nous avons trouvées sur les fonctions G•^^{x^ c, T), sont en 
quelque sorte des symétries triviales. 

Nous allons montrer une symétrie supplémentaire qui relie Gj^ (i^^i T) et 
Gfj(a~^, c, T) 011 o^^ est un idéal déduit de par l'action de —1 dans le groupe 
des classes de rayon modulo f^. Elle permet d'obtenir une valeur précise pour 



la norme de Z^'"l^{x,T). Elle permet aussi de retrouver la congruence modulo 



2" de Dcligne-Ribet. 

P. Colmez,[3, [H], a aussi obtenu les congruences modulo les puissances de 
2 de Deligne et Ribet grâce à sa version raffinée de la décomposition en cônes 
de Shintani de (R; )"/£;+. 

Plus précisément, soit 7 ë Dk dont l'image dans iîj^ est égale à —1, c'est à 
dire que l'image 7 de 7 dans Rf^ est un élément d'ordre 2 non trivial dans R^^. 
On peut prendre 

7 = ftP"^ - 1 

cil fi est le générateur positif de l'idéal n Z et oii r G Z>i. 

A chaque a G Xf^, = on peut associer 7a = (7)0. cette application est une 
involution de Rf^ . 

Choisissons un système complet de représentants de R^^,/ {'^) dans où 

(7) = {7" \nel} 

que l'on notera encore par abus de langage R^^ I {l) ■ Si a S R^^ / (7) on choisit 
des vecteurs de base des cônes {Cj)j^j, {vj^k)i<k<n- Pour l'idéal 7a on choisit 
comme vecteurs de base des cônes {Cj)j^j les vecteurs (7Wj,fc)i<fc<n. 
On a alors le lemme suivant 
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Lemme 5.11. Soit 7 = fp"^ — 1 G R^^, et soit a G Ru/il) ■so*^ T^uU''^) 
comme au lemm yl- ljB.5|) page\73\ et soit 



T^fe {j^ (7a)) = <^ y e ÛK y = Yl y^il^j^k) e a, e Q, ie? gwe 
l fc=i 

> si Cj est fermé pour la coordonnée k 

> si Cj est ouvert pour la coordonnée k 



^>yk 



et y = 1 mod *f | 



Alors pour tout y G TZf^ (j, 7a) il existe un unique x G TZji,{j, a) tel que Xk ~ ^—yk 
pour 1 < k < n et réciproquement pour tout x G TZ^^ (j, a) il existe un unique 
y G Tiftij, 7a) tel que yk = l — Xk pour 1 < k < n. 

Démonstration; Soit a G R^J{'y), alors par définition 

b ~ <;=^ b • a = (A), A = 1 mod *fe 

ie 

il existe donc x G Tlf^ {j, o) tel que 

n n 

A = X = ^ XkVj^k mod ^ Ivj^k 

/c=l fc=l 

Alors 

b ■ (7a) = (7A) 

n n 

7A = ^ a;fc(7î;j,fc) mod ^ Z(7^'i,fc) 
fc=i fc=i 



mais Xki'^Vj^k) = ~1 mod *f car 7 = /^p'' — 1. Par contre il est clair 
fc=i 

- Xk)ilVj^k) = l mod *f 

fe=i 

et donc 

n 

^(1-Xfe)(7i;j,fc) G%,(i, (7a)) 

Réciproquement 

b - (70)^1 ^ b . a = (A'), A' = 1 mod *U 

fe 

et il existe y G Tlf^ (j, (7a)) tel que 

n n 

A' EE y = ^ yk{,ivj,k) mod ^ Z(7î;j,fc) 
fc=i fe=i 



que 



5.1 Construction de fonctions auxiliaires 
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on en déduit que 



avec 




mais ykVj,k = -1 mod *f car 7 = fp"" - 1 
fe=i 

par contre il est clair que 

n 

^(1 - yk)vj,k = 1 mod *f 

k=l 

et donc 

n 
k=l 

Ce lemme va nous permettre de montrer le 

Théorème 5.12. Soit 7 = fep'' — 1 où n Z = /^Z awec e Z>o. On note 
u; — (u>o, . . . , w„) et w ~ îwq + • • • + w„. On pose pour a G Rj^/ (7), powr 
r={fci,...,fc,}c {!,..., fc„} 

*Si-i,c,f,M = ^(NK/Q(0))»a-i,c,f,M +t^(NK/Q(7a))»(^„)-i,c,f,M 

Alors G^'^\a~^ , c,T) ne dépend pas de l'exposant r dans 7 = fp^ — 1. Si l'on 
pose 

r—(p{c)r' 

on a la relation 

(19) G\;'\a-\c,T) = 2G^,{a-\c,T) mod ((1 + T^' - l)Zp[[r]] 

Remarque 5.2. Le lemme 15.111 et ce théorème permettent de récupérer la 
congruencc modulo 2" de Deligne et Ribet 

Démonstration; Le fait que G'-^\a-^,c,T) ne dépende pas de l'exposant r 
est trivial car Z^'^^ c, T) ne dépend que de la classe de a dans Rj et non du 

représentant choisi. Il en est donc de même pour Z^j^ p{i'T-^)~^^ '•1 Ensuite 
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les fonctions Yji,{a~^,c,T) et X^g{a~^ ,c,T) qui sont construites à partir de la 
fonction ^(a"^, c, T) ne dépendent donc que de la classe de a dans iîj et il 
en est donc de même Gf^ (a~^, c, T) et de G'^'j\a~^ ,c,T). 

La définition de G|j-'(a"^, c, T) donne en développant 

c-l 

(20) G\]\a-\c,T)^Y.T. E ^(NK/Q(a)) 

<5=1 jeJff x&Tlf^ {j,a} 



Ll 1 _ (-i I 7^^[QfTrK/Q(e„,J■,a;l'J■,fc)] ^5 



J n + T^[-NK/Q(a)] TT J-fc 



n 



^ 1 — n + T~)[7a«TrK/(|(7eoj',2Lfj,*=)]2'^7 
/c— 1 V -' 

On peut dans la formule H2()() faire tendre r vers l'infini de telle sorte que reste 
dans une classe fixe modulo cZ. Ceci permet de ne pas modifier les facteurs du 
type 

n — 

fc=l ^ ^J.k 

Il suffit pour cela de prendre des r tels que p'' = f mod cZ et donc de choisir 
r = (f>{c)r' et il vient 

c-l 

G\;'\a-\c,T)^Y.T. E ^(NK/Q(a)) 



1(1 + T)["'^«'''2'^'''i TT 



— (f + r)['"!'^''K/<3('^».J.;£^j.'')lz''^, 
(-!)"(! + T)["'"^'"^^'''2^")l X 



Il est clair que 

G\;'\a-\c,T) = 2Guia-\c,T) mod ((1 + Tf' - l)Zp[[T]] 

le théorème est démontré. □ 

Remarque 5.3. Dans ce calcul nous avons lié les constantes qpour le calcul 
de Gfj(a~^,c,T) et de Gf^(7a~^, c,T). Ces deux fonctions ne sont donc pas 
indépendantes, en particulier si le caractère x n'est pas pair alors 

x(a-i)Gf, (a-\ c, T) + x(7a)-^)Gf, {(ja)-', c, T) = 



5.2 Nullité du fi-invariant analytique d'Iwasawa 
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Nous avons vu à la remarque IB.ll page [721 et à la proposition 13.131 page I^Hl 
que l'on peut remplacer pour chaque j G Jf^ et chaque x G TZ^^ (j, a) le cône Cj 
par le cône Eaj.xCj où £aj,x € sans changer la valeur des intégrales 

et donc des fonctions ^^"(^ c,T). 

Lemme 5.13. Pour a G Rf /{"/), pour chaque j € Jj^ et pour chaque x € 
7?.fj(j, a) il existe des unités Eaj.x G ^+(f) telles que les fonctions 

soient deux à deux distinctes en tant que fonctions analytiques bornées sur 
B{0, 1)~ , ou ce qui revient au même que les caractères sur Zp 

soit deux à deux linéairement indépendants. 

Démonstration; D'après le lemme d'indépendance des caractères d'Artin 
pour qu'il en soit ainsi il faut et il suffit que les élément de K 

n 

-NK/Q(a) + flf ^ TrK/Q(eaj,a:«i,fc) 

fc=l 

soient deux à deux distincts. 

Or pour y 7^ la forme linéaire 

TrK/Q : K^Q 

X I — > TrK/Q (a;y) 

a un noyau réduit à zéro. Comme les unités de K, engendrent K sur Q le résultat 
en découle immédiatement. □ 



5.2 Nullité du /i-invariant analytique d'Iwasavifa d'un corps de nom- 
bres réel. 

Graâce aux résultats précédents nous pouvons calculer la norme des fonctions 
zeta et L p-adiques de Dirichlet généralisées d'un corps de nombres totalement 
réel K de degré n sur Q. Si x est un caractère de Dirichlet généralisé pair 
sur le groupe des classes de rayon modulo f nous définissons le /^c/ii-invariant 
analytique de la série d'Iwasawa associée zjj^'j"p(x, T) 



7(c,u) 
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Si X 6st non trivial 



et si X est trivial sur 



Rf alors 



Z 



(c,«) 
K,f,p 



(T) 



Théorème 5.14. Soient p G Z>i itn nombre premier, K un corps rfe nombres 
totalement réel de degré n d'anneau des entiers Or, et f un idéal entier de K 
divisible par tous les idéaux premiers p de Ok divisant le nombre premier p. 
Alors on a: 

||4j:î(x,r)(x,c,T)||_,^ = |2"| 

Démonstration; On a vu au lemme 15.31 page qu'il suffit de montrer le 
même résultat pour la fonction Xj^(xi '^)- 

On a vu à la proposition 15 . 91 a ue (Xi T) a même norme que la Gamma- 
transformée restreinte de la mesure dS* ^ (w) . On peut donc appliquer le 
théorème 14. 81 page 1321 et on a 



|^f.(x,c,r)| 



/C{0,l,...,n} 



Choisissons 7 ~ fp'~ — 1 comme au lemme 15.111 on a d'après le théorème 
15.121 avec ses notations 



E 

7C{0,l,....n} 



(1+T)^ di^l,oxj){^) = 
E E x(a-i)^^^/l + Trd(sil\,,,,ox,)M 



/C{0,1, •••,"} aefl,j/{7> 



et donc d'après le théorème 14 . 81 page 



\Xuix,c,T)\ 



2"+i J2 x(a-^V(NK/Q(a))Xf,(a-\c,T) 



□ 



Ce théorème montre la nullité du //^-invariant analytique d'Iwasawa pour 
tout caractère de Dirichlet généralisé pair de K. Il reste à relier le /i^^ -invariant 
analytique d'Iwasawa avec le ^-invariant d'Iwasawa pour le A-module du p- 
Sylow du groupe des classes de la Zp-extension cyclotomique d'une extension 
abélienne réelle d'un corps de nombres totalement réel. 



6 = pour la Zp extension cyclotomique d'un corps 
CM. 

Soit ]K un corps de nombre totalement réel, soit M une extension abélienne 
de type CM de K de conducteur f divisible par tous les idéaux premier de K 



6.1 Formule analytique du nombre de classes 
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divisant p et contenant les racines g-ièmes de l'unité. On note M+ son sous 
corps réel maximal. 

Nous montrons dans ce chapitre que la nullité du /^p-invariant analytique 
d'Iwasawa des fonctions L p-adiques associées à l'extension abélienne relative 
M+/IfC implique la nullité du /x-invariant d'Iwasawa, /ip = fipiM), pour le A- 
module A^o associé au p-Sylow du groupe des classes de la Zp-extension cyclo- 
tomiquc de M. 

Notations 6.1. Dans tout ce chapitre on fixe un corps de nombres totalement 
réel K et une extension abélienne M de type CM de K. On note Moc- la Zp- 
extension cyclotomiquc de M. 




Q 



Le groupe de Galois G(Moo/M) est isomorphe à Z et on note Mm le sous- 
corps de Moo contenant M et laissé fixe par p'"Zp. On note aussi M"*" le sous- 
sorps totalement réel de M, M.^ le sous corps réel maximal de Moo- M+ est 
aussi une Zp-extension de M"*" que nous appelerons la Zp-extension cyclotomiquc 
de M"''. On notera M+ le sous-corps de M^ contenant M"*" laissé fixe par p™Zp. 

On notera hm, respectivement , le nombre de classes de M„, respective- 
ment de M+ et Am le p-sous groupe de Sylow du groupe des classes de M^ . 

6.1 Formule analytique du nombre de classes. 

Si K est un corps de nombres on note Ck(s) la- fonction zêta de Dedekind du 
corps K, wk le nombre de racines de l'unité contenues dans K, ÎÎk 1g régulateur 
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de K, /iK le nombre de classes de K. On a la formule analytique du nombre de 
classes, 031 

, wk Ck(s) 

où [K : Q] est le degré absolu du corps de nombres K. 

Si M est une extension abélienne de K de groupe de Galois sur K, G := 
G(M/K), on note G ou G~ le groupe des caractères de G. Si x e G(M/IK)) on 
note Lk(s,x) la fonction L de Dirichlet généralisée de K associée au caractère 
X- La théorie du corps de classes, |2S], montre que 

Cm(s)=Ck(s) Yl ^k(s,x) 
xeG(M/K) 

On a le lemme classique suivant: 

Lemme 6.1. Soit K un corps de nombres totalement réel, M une extension 
abélienne de IK de type CM, et M+ son sous-corps totalement réel maximal, 

alors le nombre de classes relatif, ft,^ :~ t~~, ^st un entier et 

Wm Qm 



fM:Ql- 



n ^k(0,x) 



xeG(M/K) 

X impair 



Démonstration; On sait, cf. 03], que dans les conditions du lemme lïïTI le 
nombre de classes relatif est un entier. La formule analytique du nombre de 
classes appliquée successivement à M et à M+ conduit à la formule indiquée si 
l'on remarque que les caractères associés au groupe de Galois G(M+/]K) de M+ 
sur IK sont exactement les caractères pairs du groupe de Galois G(M/K) c'est à 
dire ceux qui sont triviaux sur la conjugaison complexe. □ 



6.2 /i- invariant et formule analytique du nombre de classes. 

Soit p un nombre premier, il reste à montrer comment déduire de la nullité du 
/Xp-invariant analytique celle du /ip-invariant pour le A-module Aoc ~ lim^^ A„i 
que l'on notera ^p{M). 

On peut supposer sans nuire à la généralité que le conducteur f = f(M/K) 
de l'extension abélienne M./K est divisible par tous les idéaux premiers p de K 
divisant le nombre premier p. On sait en effet, cf. 0^, que si M et M' sont des 
extensions abéliennes de K alors 

(21) M' c M =^ i-ipiM') < /ip(M) 

De même on peut supposer sans nuire à la généralité que M contient les racines 
g-ièmes de l'unité. 



6.2 fi-invariant et formule analytique du nombre de classes 
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Nous supposerons donc désormais que M est une extension abélienne de K 
vérifiant les conditions (|H-0|) et (jH-l|) page|21 

Considérons alors la Zp-extension cyclotomique, Mœ = A/[Too] de M. Donc 
G'(Moo/IK) ~ Ç X Zp où Ç/ est un groupe abclicn fini, l'isomorphisme n'est pas 
canonique. On a le lemmc suivant. déjà utilisé dans |19| : 

Lemme 6.2. Le groupe des caractères G(Moo/IK) est isomorphe àÇ x B{1, 1^). 
Les éléments d'ordre fini de G'(M[oo/IK) sont en bijection avec Ïqo C B{1, 1)^. 

Démonstration; On sait que Zp ~ B{1, 1)^ C Cp via l'isomorphisme 

Zp > Cp 
x^{l+Tf, \T\ < 1 

□ 

Corollaire 6.3. Pour tout générateur u de l + q'^p, les caractères de Dirichlet 
généralisés, x € G'(Mj„/]K) ~ x Zp, considérés comme caractères sur le groupe 
des idéaux fractionnaires, îf„, , de K premiers au conducteur fm = f(Mm/K), 
peuvent se décomposer en un produit 

X — x e R^^ X P<^^ , (a) ë Tpm , si a e 

où zuj est défini de la manière suivante: 

siae Pf„ alors w^{a) = 7^"(nk/q(")) 

Démonstration; Il est clair que pour 7 e Tp™ l'application 

P( ^5(1,1)- 
(22) ai — > 7^"(nkaï(")) 

est un caractère d'ordre fini sur Pj à valeurs dans les racines p'^-ièmes de l'unité. 
Il y a tels caractères ce qui permet d'affirmer qu'on a construit ainsi tous 
les caractères d'ordre une puissance de p de Pj. □ 

Cette décomposition des caractères de G(M„i/K) permet d'écrire la formule 
analytique pour le nombre de classes relatif de la manière suivante 

w„, Yl H L^{ew„0) 



Wm 2 2 ~ „ ^--r 



Nous sommes en mesure maintenant de démontrer la nullité de l'invariant ^p(M[) 
d'Iwasawa abélienne M d'un corps totalement réel K vérifiant les conditions 
l|irô)l et (|irï|l pagcEl. 
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Théorème 6.4. Soitp un nombre premier. SiWl est une extension abélienne de 
type CM d'un corps totalement réel K, contenant les racines q-ièmes de l'unité 
et dont le conducteur sur K, f est divisible par tout les idéaux premier de K 
divisant p alors l'invariant /ip(M) de sa Zp- extension cyclotomique est nul. 

Démonstration; On a la relation d'interpolation entre L-^ix, 0) et L-^.pix, 0) 
pour X un caractère de Dirichlet généralisé M^/IK 

LkAx,0)^Lk{xuj,0)1[{1-x{P)) 

p I p 

011 uj est le caractère de Teichmiiller agissant sur Xj*'' de la manière suivante 

Xi^ia) = x(a)^(NK/Q(a)) 

Les hypothèses sur M assurent que JJ^ (l — x(p)) — 1 car le conducteur de x 

p I p 

est divisible par tous les idéaux premiers de K divisant p. Donc 



-H n |iK,p(0în^,O)| 



Par ailleurs la forme du caractère zu~f donné par la formule (|22|l implique que 

oeiî., 

où Ç est une racine p^+^p^^^-ième de l'unité telle que ^'"p(f) — 7. 

On remarque tout d'abord que pour m > mo on a Wm = fcp™. Les résultats 
du paragraphe lS . 2l permettent alors de conclure que 



Les résulats généraux de l'analyse p-adique, théorie du polygone de New- 
ton, |31j . ou de manière équivalente le théorème de préparation de Weierstrass, 
|44) . montrent puisque les coefficients de Z-^j^p{u){9,T) appartiennent à une 
extension finie de Qp que 

3 Se 3 iTLi > mo V m > toi 

(7gt;„ ^|ZK,/.pH(0,7-i)hl7-ir'' ^p'-^'"-^) 

On en déduit alors comme dans nu que Vp{h^) = A'to + ly pour m > toi. 
Comme on sait a priori d'après la théorie des A-modules que Vp{h^) = (J-mp"^ + 
Am + pour m > TO2 on en déduite que /Xp(M) =0. □ 

Pour conclure on applique la relation (|21|l et il vient 

Corollaire 6.5. Si M est une extension abélienne d'un corps totalement réel K, 
contenue dans un corps de nombres de type CM, l'invariant d'Iwasawa jUp(M) 
associé à sa Z,p-extension cyclotomique est nul. 

Démonstration; Clair d'après ce qui précède. □ 
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Annexes 



Dans les annexes ^ |0 nous rappelons avec ou sans démonstrations des 
résultats de théorie algébriques des nombres, de théorie d'Iwasawa, de théorie de 
Shintani et d'analyse p-adique que nous utilisons. Nous espérons ainsi faciliter 
la tâche du lecteur. 

A Rappels de théorie des nombres. 

Dans cette annexe" ' nous rappelons les points principaux de théorie algébrique 
des nombres et de théorie d'Iwasawa que nous utilisons, nos références sont |11| . 



A.l Rappels de théorie algébrique des nombres. 

Pour la théorie algébrique des nombres nous suivons les notations de J. Neukirch. 
EHj, et de G. Janusz, 

Soit K un corps de nombres de degré n ~ [K : Q] , avec n = r + 2s on r est 
le nombre des plongements réels de K et 2s celui de ses plongements complexes, 
on note Ûk son anneau des entiers. On désigne par cti, . . . , ct^ les plongements 
réels de K. On dit que a G K est totalement positif, a » 0, si 



On note Spec(K) = Spec(ÛK) les idéaux premiers de Dk, E son groupe des 
unités. Si a et b sont deux idéaux entiers de Ûk on notera a A b leur PGCD. 
Si p est un idéal premier de K et si a est un idéal fractionnaire de K on notera 
Vp{a) la valuation p-adique de a. Si f est un idéal entier de K et a G K on pose 



E3, EHl, EU, M 



ai{a) > 0, 1 < i <r 




a,{a) > si cr^ÇK) C R 
Vpia-1) >vp{f), Vp e Spec(K) 



Soit f un idéal entier de K, on note 



=X;°^(IK) = {oeX(") I aAf=l} 

If = Xf (K) = {deJ \ d = ab-\ a, b e J^^^} 
Pf = {a e ]K I a » et a = 1 mod *f} 



et on pose 




Si a est un idéal entier de K on définit la norme de a 



NK/Q(a) = N(a) = #(DK/a) 
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on étend la norme à X(K) par multiplicativité. 

On note Tr = Trjj/Q la trace absolue des éléments de K. 

Si K est un corps de nombres, la fonction zcta de Dcdekind de K est définie 

par 

On sait, |2H|, que Ck(s) est prolongeable en une fonction méromorphe sur C 
ayant un pôle simple en s = 1. 

Soit M une extension abélienne de K de conducteur fu/K = f = Y\_ ^'i' 
sens de la théorie du corps de classes, |2S|, on posera alors 

f = fu/K = H p^'' - 

p. |7 

f sera appelé un conducteur de M/K. 

On notera G = G(M/K) le groupe de Galois sur K, on peut associer par 
l'isomorphisme d'Artin, j28| . à chaque caractère x de G un caractère sur Rj 
encore noté x ou encore un caractère sur (K) et trivial sur Pf appelé caractère 
de Dirichlet généralisé. Il peut être étendu trivialement à X(K). On peut alors 
lui associer une fonction L de Dirichlet généralisée, cf. |28) . 

LK(x,s)=i(x,s,M/IK)= Y. wl^'^^' 3î(s)>l 

L'idéal f = fx ^^^^ appelé un conducteur du caractère x (il n'est pas nécessai- 
rement minimal) , le plus petit conducteur au sens de la division des idéaux, sera 
appelé le conducteur de Xi on le notera f = f^. On sait, [2H|j que Lk(Xjs) est 
prolongeable en une fonction méromorphe sur C ayant au plus un pôle simple 
en s = 1. 

On suppose dorénavant que K est un corps totalement réel, donc r = n 
et s = 0. On identifie les élément a G IK avec le vecteur : e W\ On 

\<T,.{a)/ 

fait agir multiplicativement les cléments de K sur M" de la manière suivante, si 
^=1 :|eE"etaeK 



(23) 




A.l Rappels de théorie algébrique des nombres 



63 



On note aussi cr^{a) = a^'^\ On fixe un nombre premier p et on notera p les 
idéaux de Dk au dessus de p. _ _ 

Soit M une extension abélienne de type CM de K de conducteur f = fu/K-i 
au sens de la théorie du corps de classe et soit f un conducteur de M/K. On 
note G = Gm/k = Gal(M/K) le groupe de Galois de l'extension M/K et M+ 
son sous-corps réel maximal. On note G = Gm/k le groupe des caractères 
multiplicatifs de G à valeurs dans Q. 

Si a et b appartiennent à on dit que b est équivalent à si a^^ et b ont 
la même image dans Rj, c'est à dire 

b ^ a^^ ■^=> ab = (a)ÛK avec a G Pf 

On note E le groupe des unités de Dk, E+ celui des unités totalement 
positives de Dk et i?+(f) celui des unités totalement positives congrues à 1 
modulo f 

£;+ = {e e £; I e » 0} 

E+(^) = {e e E \ e=l mod *f} 

On définit pour s G C, avec 3fî(s) > 1 la fonction zeta partielle de la classe 
de rayons de a" 



(24) CK,f(o"\s) = C,(a-\.s) = 

s 



on a alors si x est un caractère de Dirichlet généralisé sur R 



x(fl) 



(25) Lix,s,M/K) = LKix,s)= ^ x(a-^)C,j(a"\ s) = 

(26) Us)^Lixo.s.K/K)= ^-1^=5^ 

OÙ xo est le caractère trivial sur G. 

On sait depuis les travaux de H. Hecke, J7], que (^^ (a~^, s) est prolongeable 
en une fonction méromorphe sur C. N. Klingen, et C. Siegel, 01], ont 

montré que les valeurs aux entiers négatifs C,(a^^, 1 — it^) {m £ 1>\) sont des 
nombres rationnels. T. Shintani, |37j . en a donné une preuve plus élémentaire. 

Je donne à l'annexe |21 pour la commodité de l'exposé les principaux énoncés 
de la preuve de T. Shintani de la rationnalité des valeurs aux entiers négatifs 
des fonctions zeta partielles d'une classe de rayon modulo f, C^^ , 1 — m) pour 
m S Z>i. 

Pour avoir un exposé aussi autosuffisant que possible j 'ai donné au chapitre 
ElpageEl une variante des formules explicites p-adiques dues à Pierrette Cassou- 
Noguès, inj, pour les valeurs aux entiers négatifs de la fonction 
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où a^^ est un représentant dans 2^^^ d'une classe de Rf et où c € J^^^ vérifie les 
conditions (|H-2|l . page 1751 

A. 2 Rappels de théorie d'Iwasawa. 

Soit F un corps de nombres et F une clôture algébrique de F, soit Fœ C F une 
Zp-extension c'est à dire une extension algébrique galoisiennc de F telle que 
Gal(F,3o,F) ~ Zp. On notera F„ le sous-corps de Fœ fixé par p"Z. 

On note L„ l'extension abélienne maximale non-ramifiée en dehors de p de 
F„, cf. Si An est le p-sous-groupe de Sylow du groupe des classes de F„, 

la théorie du corps de classes l'identifie avec X„ = Gal(L„/F„). On désigne par 
Loo la réunion des L„, Lqo = U„>oIL„ et par X = Xoo le groupe de Galois de 
Loo sur Foc- La théorie du corps de classes fournit l'isomorphisme 

(27) Xoo ^ A^ -.^IhnAn 

n 

OÙ les homomorphismes de transition (pn+i.n entre An+i et An pour la limite 
projective sont donnés par l'application de norme relative Np^^^/j-^, cf. |44) . 




On pose A = Zp[[T]]. K. Iwasawa, [201, a montré que X^o ou ce qui revient 
au même possède une structure naturelle de A-module de type fini. Le 
théorème de structure des A-modules de type fini montre qu'il existe des entiers 
r, s, t, ni, rrij avec 1 < i < s, 1 < j < t et des polynômes distingués irréductibles 
sur Qp, 

dj-l 

fj{T) = x'^' + ^ akx'' G Zp, ak G pZp, < k < dj - 1 
fc=o 
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65 



tels que que Xqo soit pseudo-isomorphe au module 

^' = A"^ © ( ®t=i A/(P"')) © ( ©5=1 A/if,iT)r^) 

C'est à dire qu'il existe un homorphisme de A-module X — > X' à noyau et 
conoyau fini ce que l'on note 

^ ~ A"^ © ( ©■=! A/(p"')) © ( ©*=i A/(/,(T))™^) 

Le polynôme 

s t 
i=l 3=1 

est appelé le polynôme caractéristique du A-module Xryo^ cf. 

K. Iwasawa a défini à partir du théorème de structure deux invariants at- 
tachés à la Zp-extension Fœ/F 

t 

(28) Ap(Foo/F) - Ap = A = ^ mj deg(/,) 

S 

(29) Mp(Foo/F) = ^p ^ ^ = ^ 

i=l 

Il a conjecturé que l'invariant n est nul dans certaines situations. En particulier 
il a conjecturé que /^p(Moo/M) = si Mqo est la Zp-extension cyclotomique de 
M. _ 

C'est à dire que C M[Tpoo] c M et Gal(Moo/M) ~ Zp, autrement dit si 
B„ est l'unique sous corps de Q[Tp.i] cyclique et de degré alors Bœ = U„>oB„ 
est la Zp-extension cyclotomique de Q et alors 

= MBoo 




66 
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Si M est un corps de nombres de type CM contenant les racines g-ièmes 
de l'unité et si M+ est son sous-corps réel maximal, un résultat de B. Ferrero, 
[TU] , permet de ramener la preuve de la nullité de /Xp(Moo/M) à celle de fi^ = 
/Xp(Moo/M) - /x+(Moo/M) où bien sûr /x+(Moc/M) est l'invariant d'Iwasawa de 
la Zp-extcnsion cyclotomique M+j/M+. 

On note /i„ le nombre de classes du corps M„ et /i+ celui de son sous-corps 
totalement réels M+. On sait alors que, sous les hypothèses (jH-Op . le nombre 
de classes relatif défini par la relation 



est un entier, 01]. 

Il découle alors de la théorie d'Iwasawa que 



oii les A et /i sont les invariants définis ci-dessus. 

R. Greenberg a conjecturé que l'invariant A est nul pour les Zp-extensions 
cyclotomiques des corps de nombres totalement réels 

A. 3 Rappels sur le cas abélien sur Q. 

Nous rappelons ici le lien entre norme des séries d'Iwasawa associées à une 
extension abéliennc sur Q de type CM et son invariant yUp. 

Notations A.l. Soit M un corps de nombres abélien sur Q de type CM. Soit 
M.OO sa Zp-extension cyclotomique et soit M„ le sous corps de Mœ fixé par p'^'Lp. 
On note M+ le sous corps réel maximal de M, M+ celui de Mqo, M+ celui de 
M„. 

On note h le nombre de classe de M, /i„ celui de M„, /i+ celui de M+ et /i+ 
celui de M+. 

On note G = Gal(Moo/Q), Gn = Gal(M„/(Q) et G„ (respectivement G) le 
groupe des caractères de Gn (respectivement de G). La théorie du corps de 
classe permet de considérer ces caractères comme des caractères de (Z//Z) 
pour un entier / convenable appelé un conducteur de x- On peut donc aussi 
considérer ces caractère comme des caractères de Dirichlet définis sur Z. 

Sous les hypothèse ci-dessus on sait que h~ = est un entier. La formule 



j.ip" + Xn + v pour n > hq 
l^^p^^ + X^n + pour 71 > uq 
/i^p" + X^n + pour n > Uq 



h. 



analytique du nombre de classe montre que 



(30) h-^ n 



X6G„ 



X impair 



A. 3 Rappels sur le cas abélien sur Q 
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Si M est un corps de nombre abélien sur Q on sait que 

LQ(x,0)=i(x,0)eQ[x] 

et plus généralement 
Lq(x, 1 - m) = i(X: 1 - ™) € Q[x], meZ>i 

où Q[x] = Q[x(l), x(2), • ■ • , x(/ ^ 1)] (/ est un conducteur du caractère de 
Dirichlet x)- 

Si p est un nombre premier et si Kqo est la Zj, extension cyclotomique 
d'un corps abélien K sur Q, B. Ferrero et L. Washington, ^21, ont montré 
que l'invariant ^ = /ip(K) = /ip(Koo/K) est nul . W. Sinnott en a donné ensuite 
une démonstration très simple, pS] , 

La preuve de B. Ferrero et L. Washinton comme celle de W. Sinnott est 
analytique p-adique et utilise les propriétés des fonctions L p-adiqucs de Kubota- 
Leopoldt. 

L'une et l'autre utilisent les réductions suivantes. Grâce au théorème de 
Kronecker-Weber il suffit de montrer cette conjecture pour la Zp-extension cy- 
clotomique des corps de nombres M abéliens sur Q qui vérifient les conditions 
l|Trô)l page 01 

Il suffit donc de considérer des corps de nombres M abéliens sur Q, de type 
CM (i.e. extension quadratique imaginaire d'un corps totalement réel M+) 
contenant les racines g-ièmes de l'unité. 

La théorie des fonctions L p-adiques de Kubota-Leopoldt associe à chaque 
caractère pair x G G une fonction Lp-adique Lp(xi s) définie sur b(^1,p^p^^ . 
Ces fonctions interpolent les valeurs aux entiers négatifs des fonctions L com- 
plexes, précisément 

Lpix, 1 - m) = (1 - x^~"(p)p"-')i(x^"™, 1 - m), Vm G Z>i 

Ces fonctions appartiennent à l'algèbre d'Iwasawa, |34| . On peut associer à 
tout générateur topologic 
Zp[x][[r]], dl, telle que 

Lpix, s) = " 1), Vs G 

On montre la formule explicite, |44j . 



tout générateur topologique m de 1 + pZp une série d'Iwasawa ^^'^^(xjT) € 



(31) 4:L(x>T^) = £m 7^ E xiaKl+TY 

log((a)) 



a=0 
aAp—1 



où log( ) est le logarithme p-adique d'Iwasawa, et où £„((a)) 



log(u) 
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On en déduit facilement en utilisant la propriété d'interpolation des fonctions 
L p-adiques, cf. ou qu'il existe un entier hq tel que: 

\K\^ n \Lp{xu^,o)\= n n i4ip(x^'^-i)i' ^"^"0 

X impair x impair 

= n l^p(x,0)|= n n l41p(X-7-l)|,Vn>no 

X pair X pair 

La preuve de Ferrero- Washington comme celle de Sinnott de la nullité de 
l'invariant /i d'Iwasawa consiste en fait à montrer grâce aux formules explicites 
(jSH) que 

:p^t'--(^'> = 1, Vx€ G, X pair 



sup 

|T|<1 



1 



Leur preuve se ramène donc à un calcul de norme de fonction analytique bornée 
sur la boule unité de Cp et donc à montrer la nullité du fi invariant analytique 
attachée aux fonctions L p-adiquc de Kubota-Lcopoldt. 

B Prolongement analytique des fonctions zeta partielles 
complexes. 

Nous exposons brièvement la théorie de Shintani de décompozsition en cône 
polyédraux convexes Q-rationnels de (R^)" modulo l'action du groupe des 
unités totalement positive d'un corps de nombres totalement réels, K, de degré 
n, |37| . son application au prolongement analytique des fonctions zeta partielles 
de K et le calcul de leurs valeurs aux entiers négatifs. 

Soit IK un corps de nombre totalement réel et M une extension abélienne 
de type CM de IK de conducteur f = nPieSpoc(K) p"' et de groupe de Galois 

G = Gm/K: on dira que le caractère x e G = Gm/Zc est pair si x(c) — 1 pour 
toute conjugaison complexe c de G. On notera G+ le sous-groupe des caractères 
pairs de G. On notera f = npi6Spcc(K) pf' avec pi > ai un conducteur de M/K. 

' If 

On a vu au paragraphe I A . 1 1 de l'annexe m page EU qu'un caractère x de G 
donne naissance à un caractère multiplicatif encore noté x sur Xj (et même sur 
X^^^) trivial sur Pj, Le plus petit (au sens de la division des idéaux entiers de 
Ûk) idéal f G Ij""* tel que x soit trivial sur Pf est appelé le conducteur de x et 
sera noté f^. 

On fixe un plongemcnt t de Q dans C et des plongements ip de Q dans Cp. 
Pour s G C avec di{s) > 1, Si f est un idéal entier de de K et a un idéal entier 
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de K premier à f et x G Gm/k on a défini en H24|) . H25|l et H26|l les fonctions 



L(x,s,M/K) = Lk(x,s)= ^ ^ 



Par définition de la relation d'équivalence, ~. sur le groupe des idéaux de 
on a pour s G C avec di{s) > 1 

C,^,(a-,.)=N(ar E 



Par définition, ag E Pf C] a, donc si (a) = aO 
C,,(a-,.)=N(ar E 



N((a))« 

Or un générateur totalement positif, a E Pfna, d'un idéal principal est défini 
de manière unique modulo l'action de -E+(f) le groupe des unités totalement 
positives de Ûk congrues à 1 modulo f. Donc 

(32) C,,(a-\.)=N(a)^ ^ -L_ 

Lemme B.l. Si f est un idéal de Dk divisible par f on a 

cj--'^^)- E ^i^-r E wky 

l3ePf/p~f ae(Pfn/3a)/£;+(f) 

De manière équivalente: Si f est un idéal de Dk divisible par f II existe un 
système complet de représentants de Pf/P~^ noté J(a, f, f) tel que 

C,,(a-,.)= E N(br E 

be3(ci,f,f) aeiP~fnb)/E+if) 

Démonstration; Soit f un idéal de Ûk divisible par f alors Pj est un sous- 
groupe d'indice fini de Pj et on a Pj/E+{f) ~ -Pf/P| x Pj/£'+(f). Donc si on 
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confond Pf/Pj avec un système complet de représentants on a 

l^£Pf/P} gel,"» ^ ^ 

B~o/3 
f 

Par définition de la relation d'équivalence ~ on a 

f 

/3eP,/P| QeP|n/3a " 

où (a) = QîOk- Comme on cherche des générateurs de l'idéal principal ((3a 
modulo E+ (f) et que le système complet de représentants de Pf/P~^ est fixe, les 
générateurs de l'idéal (a) sont définis modulo i?+(f)- On a donc 

CK,f('^'^^)- E N(/3ar E wLy 

/3eP,/Pj ae(P|n/3a)/£;+(f) 

La deuxième formulation est évidente car si les (3 parcourent un système 
complet de représentants de P-^/Pi il en est de même des N(/3a). □ 



Il est classique, |2H|, EZIj que CKf('^ ^i*) prolongeable analytiquement 
sur C en une fonction méromorphe ayant un pôle simple en s = 1 et que 

Cjj_j(a"\ 1 - m) e Q, si m e Z>i 

Nous donnons pour la commodité de l'exposé la preuve de T. Shintani au para- 
graphe E21 



B.l Rappels sur la décomposition de Shintani. 

T. Shintani. 23 1 ^ donné une représentation explicite de (R^)"/-E+(f) qui s'est 
révélée extrêmement commode pour l'étude des fonctions L de Dcdekind com- 
plexes et p-adiques associées à une extension abélienne réelle d'un corps de 
nombres totalement réel K. 

Cette représentation a été améliorée par P. Colmez, |7|. Avant de rappeler 
sans démonstration les résultats de Shintani et Colmez, nous allons introduire 
quelques notations. 

Si vi, . . . ,Vd sont d vecteurs linéairement indépendants de M" et si / C 
{1, . . . , djon note 

C{vi,. . . ,Vd) ^ ^tivi^ VtdVd] il, 

C{vi, . . . ,Vd) = \tivi ^ VtdVd] ti, 



,tdeRl} 
,td e K+l 



B.l Rappels sur la décomposition de Shintani 
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C'^^\vi,...,vd) = [hvi + --- + tdVd I UeR+, (iel); ueRl, (i ^ /)} 

Un tel ensemble est appelé un cône simplicial ouvert, respectivement un cône 
simplicial fermé, respectivement un cône simplicial semi-ouvert. Les vecteurs 
. . . , Vd) sont appelé une base de C. 

Un cône simplicial est Q-rationncl s'il possède une base (ui, . . . , Vd) formée 
d'éléments de IK identifiés avec leur image dans M" . 

Si X G IK et si C(ui, . . . , Wd) est un cône simplicial (ouvert, fermé, semi- 
ouvert), on pose 

xC{vi, ...,Vd)= C{xvi, . . .,xvd) 

Si aucune confusion n'est à craindre on utilisera la notation C(vi, . . . ^Vd) 
indifféremment pour les trois types de cônes. 
On a alors les théorèmes suivants 

Théorème B.2 (T. Shintani). Il existe un ensemble fini de cônes simpliciaux 
ouverts Q-rationnels, Cj ~ C(wj.i, . . . ,Vj r{j)), j G Jf où les Vj,i sont des entiers 
de K totalement positifs, tels que 

(»;)"= Il II 

jeJfueE+{f) 

où ]J désigne une réunion disjointe. 

Une décomposition Ujçj Cj sera appelée une décomposition (en cônes) de 
Shintani d'un domaine fondamental de (]R!j_)"/-Ë'+(f)- 




1 £f cri(K)cM 

Dans la figure ci-dessus nous donnons la décomposition de Shintani de (E;!i_)^ 
modulo l'action des unités totalement positive d'un corps quadratique réel K = 




Le théorème de Shintani a été raffiné par P. Colmez, [7| & jS] 
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Théorème B.3 (P. Colmez). Soient e\,..., e„_i des unités de K qui engen- 
drent E^(f) telles que: 

• Pour toute permutation a du groupe symétrique &n-i on pose 

Va,k = Y\_ ^cr(j)' P''"^ 2 < k <n 
j<k 

• Si I est une partie non vide de {1, . . . ,n}, on définit le cône simplicial 
ouvert Q-rationel 

kei 

• On définit une relation d'équivalence ^ sur les couples {(7,1) par 

{a,I) ^ {a',l') <=^3e e E+{\) telle que C^j = eC^',/' 

Alors 

(R;)7i^+(f)= II a,7 

(<T,7)/~ 

Remarque B.l. Dans ce théorème comme dans celui de Shintani les cônes 
simpliciaux ouverts Q-rationels ne sont pas tous de dimension n. 

On peut avoir un pavage de (M;^)" par des cônes semi-ouverts tous de di- 
mension n, cette remarque due à P. Colmez est parfois utile. En fait P. Colmez 
donne même une recette pour construire une telle décomposition à partir d'une 
décomposition en cône simpliciaux ouverts Q-rationels. 

Théorème B.4 (P. Colmez). Considérons dans la décomposition précédente 
tous les cônes ouverts de dimension n, 

n 

Ccr,{l,...,n} = '^^*+Va^k, CT S &n-l 
k=l 

Posons M(+l) = R+ et R(— 1) = W*^. Notons ei, . . . , e„ la base canonique de 
R". Posons pour a G &n~i 

si Va,k s-t e„ sont du même côté de l'hyperplan engendré 

par Wcr,l,..., Wo-,fc-l, VcrM+l,---, W<j,n 

— 1 sinon 

et posons 

n 

a = ^R(><fc)w,,fc 

fc=i 

Alors 

iRir/E+{^)= II a 



B.l Rappels sur la décomposition de Shintani 
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Une décomposition UCTee„_i cônes sont de dimension maxi- 

male sera appelée une décomposition (en cônes) de Shintani-Colmez d'un do- 
maine fondamental de (]Rïi_)"/^+(f)- 

Remarque B.2. Bien entendu la décomposition de Shintani ou de Colmez est 
loin d'être unique. On peut bien sûr remplacer un cône Cj ou par le cône 
eCj ou eCa pour e G £'+(f)- 

On peut aussi remplacer dans la décomposition de Shintani ou de Colmez 
les vecteurs de base Wj.fc du cône Cj, respectivement les vecteurs de base v^.k du 
cône Ca par des vecteurs Xj,kVj,k, respectivement Xa.kVa.k, oii Xj.k et X^ ^ ap- 
partiennent à Ceci permet d'imposer par exemple aux Uj.fe, respectivement 
aux Wa,fc, d'appartenir à un idéal b de IK. 

T. Shintani a aussi montré le résultat suivant: 

Lemme B.5 (T. Shintani). Soient f ei a des idéaux entiers de Ûk et soit 
Cj = X]I=î '^+'^j-fe cône simplicial ouvert Q-rationnel de M". On suppose 
que les vecteurs de base Vj^k du cône Cj appartiennent à l'idéal af. L'ensemble 

n^{],a)=n{],a) = 

1^ = ^ XkVj,k I Xk e Q+, < Xk <l, xe a, x=l mod *f| 
fc=i 

est fini. 

On a une version analogue pour la décomposition de Colmez en cône sim- 
pliciaux semi-ouvert Q-rationnels de dimension n d'un domaine fondamental de 

Rl/E+{f) 

Lemme B.6 (P. Colmez). Soient f et a des idéaux entiers de Dk et soit 
Cj — '^k=i^i^k)vj,k, j (z J un cône simplicial semi-ouvert Q-rationnels de 
dimension n de R" . On suppose que les vecteurs de base Vj,k du cône Cj ap- 
partiennent à l'idéal af. L'ensemble 

s £ = y^^xkVj,k 

^ k=l 



Xk e 



< Xfc < 1 si Xk = +1 
< Xfc < 1 si Xfe = — 1 

et X Cz a, X = 1 mod *f 



est fini. 
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B.2 Valeurs aux entiers négatifs des fonctions zeta partielles 
d'une classe de rayon. 

T. Shintani, |37| . a utilisé le théorème lB . 21 pour donner une preuve de l'existence 
d'un prolongement analytique méromorphe sur C des fonctions zeta partielles 
d'une classe de rayon modulo f, Cjj s), et en déduire que les valeurs aux 

entiers négatifs de ces fonctions sont des nombres rationnels. 

Pierrette Cassou-Noguès a aussi utilisé le théorème IB.2I pour étudier les 
valeurs aux entiers négatifs de fonctions zeta partielles tordues d'une classe de 
rayon modulo f 

et pour en faire l'interpolation p-adique sur une progression arithmétique de 
raison {p — 1), [S], @], L'étude de ces fonctions avait été suggérée par 
P. Deligne pour la construction des fonctions zeta et L p-adique d'un corps 
de nombres totalement réel. Nous décrivons ci-dessous la méthode de Pierrette 

Cassou-Nogucs pour l'évaluation des valeurs aux entiers négatifs des fonctions 
zeta partielles tordues d'une classe de rayon modulo f d'un corps de nombres 
totalement réel K. 

Nous gardons les notations antérieures, et nous notons Î>(K/Q) ~ T) \a, 
différente de IK sur Q. 

Lemme B.7 (P. Cassou-Noguès). Soit c un idéal entier de K et soit c le 
générateur positif de l'idéal de Z, en Z. Alors il existe v € D~^t~^ tel que 

TrK/Q(i^) = - avec h l\c—\ 

Démonstration; La forme bilinéaire {x^y) i — > TrK/Q(xî/) est non dégénérée 
sur un corps de nombre K, Elle définit une dualité sur les idéaux de K. 

Dans cette dualité T)~^ est le dual de Dr- Par définition donc de T)~^ on a 

a e V^^ TrK/Q(aÛK) C Z Va; G Dk, TrK/Q(aa;) G Z 

De même c~^2?~^ est le dual de l'idéal c par rapport à la forme bilinéaire non- 
dégénérée Trjj/Q, ^T], c'est à dire 

ae c"^X>"^ ^V.Te c TrK/Q(aa;) G Z 

Soit alors v G c^^V^^ tel que Trjj/Q(!^) soit le générateur positif de l'idéal 
fractionnaire de Q, Tiji^/q^c'^V'^) . 

En effet comme c n Z = cZ on a nécessairement TT]^/q(^{c~^V^^)kcj C Z 
pour tout fc G Z et donc 

TrK/Q(i^c) G Z ^=> TrK/Q(i') = - TrK/Q(c"^î?"^c) C bZ 



B.2 Valeurs aux entiers négatifs des fonctions zeta partielles 
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Reste à montrer que 6Ac=l. Si&Ac = a7^1on aurait c = ac' avec c' < c et 
alors TrK/Q(c~^î?~^c') = b'Z C Z. Or c' ^ c car c est le générateur positif de 
c n Z et sinon c et c~^T>~^ ne seraient pas des réseaux duaux pour la trace qui 
est une forme bilinéaire non dégénérée. □ 

Lemme B.8 (P. Cassou-Noguès). Soit c un idéal entier de K tel que 

Dk/c ~ Z/cZ 

où c est le générateur positif de c H Z. 

Soit V comme au lemme A\B.7\ et a un élément de Dr, alors 



TrK/(i2(ai^) G Z a e c 



Démonstration; Les hypothèses sur c entraîncntcnt que l'on peut écrire a 
a + a' 011 a e Z et a' £ c. Si TrK/Q(aî^) ë Z alors 

Ti^/qiai') = TrK/Q(ai^) + TrK/Q(aV) G Z 

Par définition de ly, Tr]u/Q(aV) e Z et TT]j^/q{aiy) = aTTj^/Q{iy), donc 



a- G Z <;==^ a ^ cï 
c 

ce qui implique a G c. □ 

Notations B.l. On fixe une décomposition de (R+)"/i?+(f) en cônes simpli- 
ciaux semi-ouverts de dimension n, 

Cj = Cj{v . . . ,Vj,k, ■ ■ ■ ,Vj,n), j e ./f, fini, Vj^k € Ok 

On pourra supposer que les Vj,k appartiennent à un idéal entier b de Ûk fixé à 
l'avance. Il suffit pour cela de multiplier les Vj^k par un entier positif b € b. 

On notera comme au lemme Hj. 61 



(33) 7^f (j, a) = TZ{j, a) = <^ ^ = ^ XkVj^k 

^ k=l 



Xk € «J+, 



< Xfc < 1 si >ffc = +1 

et X £ a, a; = 1 mod f 

< Xk < 1 si Kk = -l 



On choisit un idéal entier c de Ûk vérifiant rhvpothèse lH-21 
(H-2) 



(i) cAf=l, cAÎ? = l 

(ii) cA(t;j,fe) = l, Vj e J et Vfc e {1, . . . ,n} 
(in) Dk/c ~ Z/cZ, où cZ = c n Z, c> 

(iiii) c premier avec les dénominateurs des Xk définis en H33|l 



L'existence de tels c est garantie par le théorème de densité de Cebotarev, il 
suffit en effet de prendre c = Y[i=i Pi '^^ Pi ^on.* "^^^ idéaux entiers de Ûk 
non ramifiés sur Q, de degré résiduel 1, vérifiant les conditions (i), (ii) et (iiii). 
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Notation B.2. On posera dans toute la suite e{x) = exp(2i7rx). 
On alors le 

Corollaire B.9 (P. Cassou-Noguès). Soit c un idéal entier de Dk vérifiant 
les conditions (jH-2|) . alors, pour tout j E Jf et tout 1 < k < n, e(Trjj/Q('yj,fcï^)) 
est une racine primitive c-ième de l'unité. 

Corollaire B.IO (P. Cassou-Noguès). Soit ^ e Ûk et v comme au lemme 
|j?.7| alors 

Ee(Tr,/Q(CH) = (° ''It' 
^ Nk/q(c)=c sz^ec 



5=0 

Lemme B.ll (P. Cassou-Noguès). Soit v comme au lemme \B7/[ alors: 
C, {a-\ c, s) - Nk/q(c)1-X, (a-^c-i, s) - ^ (a-\ s) 

où A esi un système complet de représentants de (Pj H a)/-B+(f) , c'esf à dire 

A={aea\a=l laod *f} / E+{f) 
Démonstration; D'après le corollaire IB . 1 01 on a, pour di{s) > 1 

= - y l + N(c) y - 

Or par définition de (a~^, 5) on a 

aGPf/E+{f) ^ aeA ^ ' 

De la même manière on a 

C,(a-c-,.)^N(ac)^ E ^ 

aeAnc ^ ' 

Donc 

Cf (a-\ c, s) := N(c)i-Xf(a-ic-i, s) - Cf(a-\ s) 
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= N(a)^N(c) y tttV - N(o)* y — V 

Rappelons maintenant le résultat suivant 

Théorème B.12 (T. Shintani). Soit f a des idéaux entiers du corps totale- 
ment réel K de degré n sur Q, avec o A f = 1. Soit {Cj)j^j^ une décomposition 
en cônes simpliciaux semi-ouverts Q-rationnels de dimension n d'un domaine 
fondamental de K"/£'+(f) dont les vecteurs de bases Vj,k appartiennent à af 
pour tout j € J(a) et tout 1 < k < n. 



On pose TZf{j, a) comme au lemme \B.5[ alors pour 3fî(s) > 1 on a. 



C,(a-\.)=N(ar J2 E 



E--E 



mi— nij 



^0 N(x + miVj^i H 1- rUnVj^nY 



avec 3fî(s) > 1. 

Si c est un idéal entier de Ûk vérifiant les conditions (|H-2|I 



071 a aussi: 



C,(a-\c,.) = N(arEE E 



E--E 



„ii=o m„"to NK/Q((a;i + mOuj- 1 + • • • + (a;„ + to„)wj- „) 
Za série converge pour 3fî(s) > 0. 

Démonstration; Pour la démonstration cf. [37] ou [2H1- D 

On tire du théorème précédent une représentation intégrale de Ç,^{'^~^^ s) et 
de C(o"\c, s). 



Remarque B.3. On peut pour chaque a G iîf, chaque j e Jj et chaque 
X ë 7?,(j, a) choisir une unité eaj.x G ^+(f) et remplacer dans la formule 
précédente Vj^k par ea,j.xVj,k sans changer la fonction (f{a~^, c, s). Dans cette 
transformation l'ensemble TZfij, a) change de manière évidente, il devient 



n n 
k=l k=l 
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Notation B.3. On pose dy := dyi . . . dyn et {yY ^ := {yi . . . ynY ^ 

Théorème B.13 (T. Shintani). Soit f et a des idéaux entiers du corps totale- 
ment réel K de degré n sur Q, avec a A f = 1. Soit {Cj)j^j^ une décomposition 
en cônes simpliciaux semi-ouverts Q-rationnels de dimension n d'un domaine 
fondamental de W^/E^{f) dont les vecteurs de bases Vj^k appartiennent à af 
pour tout j G Jf et tout 1 < k < n. 



Soit TZf{j, a) = Ti-ij, a) comme au lemme A\B7^ alors: 
Cf(a-\5) = N(ar E E 

jeJia)x£-Rf{j.a) 

.oo .oo ^ exp ( - x;r=i 

Jyi=o Jy„=o 1 _ exp ( - ^j^iy 



les intégrales convergent pour 3fî(s) > 1. 



Si c est un idéal entier de Ok vérifiant les conditions (jH-2|l on a aussi: 

c~l 

(34) Cf(a-\c,.) = N(ar^ ^ ^ 

S=l jeJ{a) xeTlf{j,a) 

roc "i^ e{TTr./Q(SiyxkVj,k))cxp(-XkJ2i=i^j'ly^) 
yi=o Jy„=o^^^ l"e(TrK/Q(ôz^i;j,fc)jexp(^-2^-^^î;]j.yïJ 

les intégrales convergent pour 5R(s) > 0, 
Démonstration; On a classiquement pour 5R(s) > 1 

^ 

N(x + miVj^i H + mkVj^kY 

/ . . . / n ( ^ Ui'^ixk + ■mk)v''^l) (yi ■ . • ynY'^dyi . . . dy» 

Donc pour di{s) > 1 

oo oo 

r{srci{a-\s) = N{arY^ E---E 

/ . . . / l[cxp(~{xk+mk)Y^ v^lyA {yJ-Uy 
il vient immédiatement 
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■■■/ 11 / n — âTT^E^ E 

y^=0 Jy^^O 1 - cxp - ^"^^ vylyi 



De même on a pour 5R(s) > 1 



c-l 



r(.rc,(a-,c,.) = N(ar5:^ ^ Y. ■■■Y. ■•■ 

5=1 jeJ, ^e7?,,(j,a) mi=0 m„=0 "^^'i-O 

J]^ f e[TrK/Q((5i^(a;/c + mfcjwj^fc)] exp - {xk + "^fe) E^j^^^^* 

fe=l ^ i=l 

ce qui donne 

c-l 

(35) r(s)"Cf(a-\c,s)=N(a)^^^ ^ e(TrK/Q(5z^ai)) 

5=1 je./, xe'R.fU,a) 



/ ■ ■ ■ / n ^ 7^ — - — ^TT ^y) ''■y 

Il est clair que cette dernière intégrale converge pour 3fî(s) > 0. En effet le 
corollaire IB. 91 assure que e(Tr][j/Q((5z^a;)) 7^ 1 pour 1 < S < c — 1. La fonction 



n 



exp (^-xk Er=i 



(i) 



1 f - e(TrK/Q(<5i'Wj,fc)) exp - ^"^^ 

est régulière au voisinage de (0, ... , 0) et même développable en série de Taylor 
en les variables î/i, . . . , y„ au voisinage de = (0, . . . , 0). □ 

Cette expression intégrale de r(s)"Cf(tt~^, c, s) permet de montrer le théo- 
rème suivant 

Théorème B.14 (T. Shintani). La fonction Cf (o^^, c, s) possède un prolonge- 
ment analytique sur C en une fonction holomorphe notée encore Cf(o~"', c, s). 

Démonstration; Considérons le plan complexe coupé le long de l'axe réel 
positif, C — M+. Dans C — M+, considérons pour e g E+*, [+00, e] la demi- 
droite réelle orientée {x € R | a; > e} parcourue de -|-oo vers e. Considérons les 
demi-droites réelles orientées de C — K.+ 



[+oo,£](+) = lim (if+[+oo,e]) 



t-+o 
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[e, +oo](-) = lim {-it+[e, +00] ) 



Notons C(0, e) le cercle orienté de C — IR+ centre et de rayon e, 



C(0,£)-{ 



[0,+ooi} 



et C(0,e)(+) le cercle orienté C{0,e) auquel on ajoute les deux points 



£(+) = lim e''\ 
teK+ 



r(— ) = lim e 



On considère alors le contour à la Hankel, 021, Ie{+'x>) défini par 



4(+oo) = [+cx),£](+)UC(0,e)(+)U [£,+oo](-) 



C{0,e) 




[+00,£]( + ) 



[£,+00](-) 



Notons 



Iei+00) 



Avec cette notation la relation l|35() devient 



c-l 



(36) r(srCf(a-\c,s)=N(a)^^^ ^ e(TrK/Q(<5i/x)) 

5=1 je./, ieKf(i,a) 
" exp ( - a;fcij,fc(y)) 



«/1=0 Jy„=0,.^ 



k=l 
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On choisit e assez petit pour que (C(0, e))" C C" ne contienne ni sur son 
bord ni dans son intérieur aucune singularité de la fonction 

fci 1 ~ Ê(TrK/Q('5j^Wj,fc)) exp ( - Lj,k{g)) 

Comme les coefficients des formes linéaires Ljj^(jj) sont tous des réels positifs, 

il est clair qu'il existe un voisinage de = (0, . . . , 0) dans C" dans lequel cette 
fonction n'a aucune singularité. 

Il est alors classique que l'intégrale (|^ devient en utilisant les contours de 
Hankel, EE], Ei, 

(37) r(,s)"Ct(a-\c,.)=N(a)^gE E ^i^^Z^^^x 

r -pr exp(-a:fc£,-fc(|)) {yy-^dy 



n fois 

Il est facile de voir sur la formule (|37|) que, pour e assez petit, l'intégrale 

j -pr exp(-rrfcLj-fc(^)) {yy-^dy 

(+00) ' ' ' Jui+oo) l}^ 1 - e(TrK/Q((5:/Wj-,fc)) exp ( - ij,fc(y)) = 



n fois 

est définie pour toutes valeurs de s S C et définit une fonction holomorphe de s 
sur C. 

On en déduit alors aisément que Q{a^^ , c, s) est une fonction holomorphe de 
s sur C. En effet 

1 



(^r(s)(exp(2i7rs) - l))" 

est une fonction holomorphe sur le demi plan complexe 3fî(s) < 1 ce qui montre 
que Cf (fl~^, c, s) est une fonction holomorphe de s sur ce demi plan. 

La définition de Cj(ct~^, c, s) ou bien l'intégrale (|34(l du théorème IB .131 mon- 
trent que c'est une fonction holomorphe de s pour 3î(s) > 0. Le principe du 
prolongement analytique permet de conclure que Cj(a~^,c, s) est une fonction 
holomorphe de s sur C □ 

Remarque B.4. Si on impose aux vecteurs de base {vj.k)i<k<n des cônes 
(Cj))jgjj d'appartenir à f Jlaeiîf peut garder les mêmes vecteurs de base 
pour les expressions intégrales de chacune des fonctions Cf (a~^, c, s). 
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Corollaire B.15. La fonction zeta de Dedekind du corps totalement réel K, 
Cjjj(s) et la fonction L de Dedekind pour un caractère de Dirichlet généralisé x, 
-^kCXjs); possèdent un prolongement méromorphe à C avec au plus un pôle en 
s = 1. 

Démonstration; On a 

OÙ f est un conducteur de x. □ 

On peut montrer que les fonction C^{s) et Lk(Xjs) vérifient une équation 
fonctionnelle que le pôle en s = 1 est simple et que le résidu est nul si et 
seulement si le caractère x est trivial. [2gj . 

Notation B.4. Introduisons la notation suivante: si 

F{yi, ■ • ■ - 2/") X! " ■ X! "'ri,...,r„y? ---yn" 
ri>0 r„>0 

on pose pour r = (ri , . . . , r„) 

Coef [^^] = Coef [yl'^ . ..yl-]{F{y,, . . . ,y„)) = a,,,...,,„ 
si r = (r, . . . , r) on posera Coef [y''] au lieu de Coef [?/=]. 

Corollaire B.16 (T. Shintani). Soit {Cj)j^j^ une décomposition en cônes 
simpliciaux semi-ouverts Q-rationnels de dimension n d'un domaine fondamen- 
tal de Rl/E+{f). 

On note ('^i.fe) une base du cône Cj, on suppose que Vj_k G if pour 

tout j € J et tout 1 < k < n. 

On pose 7?,f (j, a) comme au lemme TB~^ 

Les fonctions 

A exp ( - XkLj,k{yi, ■ ■ ■,yn)) 

tÀ ^ ~ '=(TrK/Q(^i^Wj,fe)) exp ( - Lj^kiyi, . . . , Vn)) 

sont développables en série entière convergente en (j/i, . . . , y„) dans un voisinage 
de (0, . . . ,0), pour j e J, xe 7l{j,a) etl<ô<c-l. 

Les valeurs de Cj(a~^,c, s) aux entiers négatifs sont donnés par 

c-l 

Cf(a-\c,l-m)=N(a)i-™5] ^ Y,e{Tv^/tî{ô,yx))x 

jeJ, xe'R.fij,a) 5=1 

^ Coef / » ( _ x,L,,k{yi, Vn)) \ 

((m - l)!)" v£,i 1 - e(TrK/Q((5i^Wj,fc)) exp ( - . . . ,yn)) ) 
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Démonstration; D'après le corollaire IB. 91 e(Ti^/q{6i'Vj^k)) 7^ 1 pour j G J, 
xETZ{j,a)ctl<5<c—l, donc les fonctions 

-TT exp ( - XkLj^kjyi, ■ ■ -.yn)) 

^=1 1 ~ e(TrK/Q((5:/-yj,fc)) exp ( ~ ij,fc(yi, . . . , ?/„)) 

sont développables en série entière convergente en (j/i, ...,?/„) dans un voisinage 
de (0, . . . , 0), pour j € J, x g TZ{j, a) et 1 < (5 < c - 1. 



D'après le théorème IB. 141 formule (|37|) on a pour s S C 

.n^ , -1 N AT/ \s>r^V^ e(TrK/Q(Ji/x)) 
r(.)C,(a ,c,.) = N(a)EE g (exp(2L,)„ip 

«5=1 j6J œe7?,(j,o) V ^ ' I 

f „ n exp ( — a;fcij^fe(y)) 

^ j h(+oo)" ' I h(+ool n 1 - e(TrK/Q((5i^Wj,fe)) exp ( - Lj, fe(^)) ='* 

n fois 

La formule des compléments pour la fonction Gamma 

V{s)T{\ - s) 



sin(7rs) 



implique que 



(38) C^{a-\t, s) ^^^Y.Y. E e(TrK/Q(<5^x))(r(l-.))"x 

' s=ij£j xenij.a) 

r -pj- exp(-XfcLj-fc(|)) (y)^-idy 

/.(+00) y/^(+oo) l-e(TrK/Q((5z^Wj,/c))exp(-Lj-fc(y)) = 



n fois 

Si S = 1 — m avec m G Z>i alors la valeur de la fonction sous le signe 

> > 

d'intégration est la même sur les deux droites [+00, e](+) et [e, +oo](— ) et donc 

la formule H38(l devient 

C (a-\c,l~m) N(a)^ , , 

(FM)" =J2Û^2:Y. E KTrK/Q('5-))x 

f A exp ( - XkLj^kig)) 



X 



n fois 

Le théorème des résidus donne alors le résultat. □ 
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C RAPPELS D'ANALYSE P-ADIQUE 



Bien entendu la remarque IB . 31 s ' applique . 

Ce corollaire permet d'interpoler p-adiquement sur des progressions arith- 
métiques de raison (p{q) les valeurs (fl~^, c, 1 — m). On construit, en suivant la 
méthode de P. Cassou-Noguès, [H], les fonctions zeta partielles p-adiques d'une 
classe de rayon modulo f tordues à la Mazur-Manin. A partir de là on construit 
les fonctions zeta et L p-adiquc du corps totalement réel K, Ckp('^)! ^k,p(Xi s), 
leurs mesures p-adiques et leurs séries d'Iwasawa associées. 



C Rappels d'analyse p-adique. 

Nous allons rappeler quelques résultats sur les fonctions anlytiqucs bornées dans 
B{0, 1)~ et sur les mesures p-adiques sur qui nous serons utiles pour la suite. 
Nous suivons A. Robert, j^, et J.-P. Serre, pS] . 

Notation Cl. Soit hp C Cp une extension (finie ou infinies) de Qp. On 
note Abi^p) l'espace de Banach des fonctions analytiques p-adiqucs bornées sur 
B{0,1)~ muni de la norme H^'H^^ = sup|-p|^]^|i^(r)| à coefficients dans une 
extcntion finie Lp 

A(Lp) : = {f{T) = V a„r" G Lp[[r]] sup|a„| = ||^^|U, < +çx^} 



= = Y, ««r" G Lp[[r]] sup |F(T)| = ||F|U, < +C»} 

Notation C.2. On note Cd = C{Z^,lLp) V espace de Banach p-adiquc des fonc- 
tions continues sur à valeurs dans Lp muni de la norme de la convergence 
uniforme sur Z^ notée || \\c. Si / G Cd on a par définition 

||/||C= sup 

(ti,...,t<i)ez^ 



Rappelons que C(Z55,Cp) ~ ê''c(Zp,Cp), [T], ES]- Donc (^Q^ j . . . Q"* 
est une base normale au sens de de C(Z^,Cp). Autrement dit 
fit) G Cd 3 (a„i nd)„6Z>o)'i, lim a„ = 

f{ti,...,td) = V a„i,. „Y*M ... r'' y ||/||c= sup |a„| 

Notation C.3. On note = C'(Z^,Lp) le dual topolo giquc de l'espace de 
Banach Cd = C(Zp,Lp), c'est à dire l'espace de Banach des Lp-formes linéaires 
continues sur Cd muni de sa norme naturelle || \\m- Ses éléments conformément 



Cl Rappels sur le fi-invariant analytique. 
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à seront les mesures p-adiques sur Z^. Si da e C'^ est une mesure p-adique 
note pom- / e Cd, / fit)da{t), la valeur de la mesure da sur la fonction 



on 

feCd et 



Mal 



M 



sup 

lt/llc=i 



fit)da(t_) 



la norme de la mesure da. 



On déduit immédiatement de la description donnée ci-dessus de Cd que C'^ ~ 
6o(Z>o) où foo(^>o) 6st l'espace de Banach des suites bornées d'éléments de 
muni de la norme supj,g2d^ \a^\ si ^ ^o(Z>o)- 

Il est immédiat que &o(^>o) — '^p • • ■ , Td]] (isomorphisme d'espaces 

de Banach). En effet on pose pour k~ (/ci, . . . , fc„) e (Z>o)'^ 



ce qui définit da de manière unique. 
On a clairement llFaH^j = ||q^||ai- 

Cl Rappels sur le /i-invariant analytique. 

Définition Cl. Si F{T) G Cp[[T]] est une fonction analytique bornée sur 
B{0, l)^ , on pose 



(39) 



li^lU, := sup|F(r)|=p-'' 

|T|<1 



p est le /i-invariant analytique d'Iwasawa de la Jonction analytique bornée F{T). 

On note C(Zp, Cp) l'espace de Banach des fonctions continues sur Zp à valeurs 
dans Cp muni de la norme de la convergence uniforme sur Zp, 

||/||c = sup|/(t)|, /eC(Zp,Cp) 

Définition C.2. Si da est une mesure p-adique sur Zp c'est à dire un élément 
du dual de Banach de C{Zp, <Cp) on pose 



(40) 



\a\\M = sup 

/ec(ZpXp) 



L î{t)da{t) 



p est le /i-invariant analytique d'Iwasawa attaché à la mesure da. 
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On associe à toute mesure da sur Zp une fonction analytique bornée Fa{T) 
par la formule 

(41) F^{T) - ( {l + TYda{t) 

On obtient ainsi un isomorphisme d'espace de Banach entre l'espace de Banach 
des fonctions analytiques bornées, At, et l'espace de Banach des mesures sur 

Zp, cf. 131, 

On posera si / G C(Zp, Cp) 

f{t)da{t)= [ ^^,{t)f{t)da{t) 

où ip , G C(Zp, Cp) est la fonction caractéristique de Z*. 

p 

Proposition C.3. Les deux ^-invariants analytiques définis par les égalités 
(|ÏÏÏ^ ef (pn|l coïncident. 

Démonstration; Evident d'après ce qui précède. □ 

C.2 Rappels sur les mesures et les fonctions analytiques bornées. 

Les résultats ci-dessous sont détaillé dans 0, HJ, ou 

Lemme C.4. Si F £ AbiJ^p) H existe une unique mesure surZp, dAF{t) telle 
que F{T) = J^^{1 + TfdAFit). 

Pour tout entier h > il existe un unique polynôme 

j=o 

de degré au plus p^ — 1 tel que 

V7GTp., Fh{-/-1)^F{^-1) 

On a 

F{T) = FhiT) + {{l+T)P" -l^GhiT) 

avec \\Fh\\A, < \\F\U, Gh{T) e A(ILp), \\Gh\\A, < \\F\\a, 
Si Fh{T) = YÙo' b3,h{^ + TY alors 



M 



bjji = / ^jji{t)dAF{t) 
sup( sup \bj.h\) =\\F\\A, = \\dA\\ 

h>0 ^ 0<j<p''-l ' 

3ha tel que ||-F/i„!Ui, = ll^lUb 



C.2 Rappels sur les mesures et les fonctions analytiques bornées 
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Démonstration; Voir 0] ou CH 
Corollaire C.5. On garde les notations du lemme \C.4\ Soit G{T) G Ab alors 

||G|U, < ||F|U, FiT) + {il + Tf" -l)G{T) = \\F\U 

Démonstration; Evident □ 

Lemme C.6. Les espaces de Banach (^f,(Lp), || \\Ab) (C(Zp,Lp). || jj^v^) sont 
isomorphes 

C'(Zp,Lp) 

dA — > Fa 
Af < — F 

L 'isomorphisme est donné par 
Fa(T)= j {l + TYdAit)^ I ^,,n{t)dAF{t) = \ ^ l-^Fi^-l) 

OÙ ipa.h{t) est la fonction caractéristique de la boule fermée de TL^ de centre 
a lip et de rayon p'' . 

Démonstration; Voir P2|. La dernière égalité vient de ce que L est un 

corps local donc son anneau de valuation est discret et son corps résiduel est 
fini. □ 

Corollaire C.7. Si Fa'{T) = / (1 + T)^"(*'dA*(i) et si Ga'{T) = 1^,(1 + 

T)^^)dA*{t), alors = 11^^* IL,' 

De plus si liQ est une entier tel que 

Fa.{T)= y, h,j,,{l + Tf + {{l + TY^°-l)FA-.M{T) 

k=0 

avec HFa-mWa^ - 
alors il existe une permutation a des entiers k G [0,p^" — 1] telle que 

GA'iT)= J2 ^w,.o(l + T^)' + ((l + T^r"'-l)GA^/.o(^) 

avec \\GA'M\\Ab - II^-^'II^a^ 

Démonstration; Évident, car £„ est une isomctric de 1 + qZp sur Z*, voir 
aussi [5] ou ISH]. □ 
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Lemme C.8. Soit a C'^, l'application 

{l + Tf^+-+'"da{t) = F^iT) 



est une application continue et de plus \\Fa\\Ab — I1q^I!a4- 
Démonstration; On a 



(1 + T)*i+-+*" = 

(fci,...,fei)gZ>o 



Posons avec les notations lC.3l 



T 



fciH f-fcd 



da{t) 



Alors 



k=0 ^ fciH 'rkd=k 



il est immédiat que 



E "^1^- 

felH hfcd=fc 



< sup afej....^A.J = ||aj|A^ □ 
fcez>o 



C.3 Mesures p-adiques à rf-variables. 

Tout ce qui suit est juste une réécriture du paragraphe 1 de |38| généralisé à 
d- variables. 

Soit da £ C'(Zp,Cp), soit X un ouvert compact de Zp et soit fxit) sa 
fonction caractéristique. 

Définition C.9. La restriction de da à X est la mesure sur X notée da^ ou 
da, si aucune confusion n'est à craindre, telle que 

fx{t)da^it)= [ f{i)^x^f)da{D 



X 



pour toute fonction f G C(Zp,Cp), où fx est la fonction f restreinte à X, 
fx = f^x ■ 

Notation C.4. On pose pour (Ti, . . . , T^) e (5(0,1)")'' et {ti, . . . ,trf) e 
(1 + T)i = (1 + Tif' . . . (1 + Tdf' et F„(T) = / (1 + T)^da{t) 
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Lemme C.IO. Soit da G C'^. Supposons que 

{\+T)^da{t)= [ (1+Ti)*i ...(1 + Td)*^daa) = F„(ri,...,Td) 



soit une fraction rationnelle de <Cp{Ti, . . . ,Tj). Soit X un ouvert compact de 
Zp et soit la restriction de la mesure a à X , alors 

F„^(ri,...,Trf)= f {l + T.Y' ...{1+TdY'daiD 

est encore une fraction rationnelle de Cp(ri, . . . ^Td). 

De même Fa{T) = (1 + T)*^"^ ^'^''da{t) est une fraction rationnelle de 
C(T). 5*1 X est un ouvert compact de Zp 

Fo.^.{T) = / {l+T{)''+-+''da(t) 



X 



est aussi un fraction rationnelle de Cp{T) 

Démonstration; Par définition si Lp-^ (t) est la fonction caractéristique de X, 
on a 



iTi,...,Td)= / il+TiY' ...(l+TdY^if^itJdait) 

Or [t) est une fonction localement constante sur Z^. Il existe donc un entier 
h et un ensemble fini / C Z>q tel que pour chaque d-uplet i = (ii, . . . ,id) € / 
on se donne un d-uplet 7 = (7^ ^ , . . . , 7^^ ) de racines p''-ièmes de l'unité on ait 
pour tout t e 

it) = Y. ""Pn ■ ■ ■ ^L"' avec |/| < 00 



Donc 



F (ri,...,r,) = ^a, / {il + T^)^.,,Y\..{il + TdH,Y'^^{t)da{t) 
= ^a,Fa((l + T,)^^, - 1, . . . , (1 + Tdh^, - 1) 



•te/ 

sur cette formule il est évident que Fa (Ti, . . . , Td) G Cp(Ti, . . . , T^). Le reste 
est évident. □ 

Définition C.ll. Si (ai, . . . , Od) = a G (^p)*^ on note a o a la mesure sur Zp 
définie par 



(42) / ip^^iti)...^ {td)d{aoa){t):= d{aoa){t) 
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da{t) 



aïOiX-xa^Od 

(43) = / ^ (a^'h)...^ ia-ha)dait_) 

pour tout d-uplet (Oi, . . . , Od) de houles fermées de TL^. 
On a la formule suivante si a • i := (ai^i, . . . , aata) 

(44) / /(g • É)da(g • i) = / f{t)dait), / G C^, g G (Z;)"^ 

il suffit de la démontrer pour f{t) = </5i(ii) • • • 'Pd{td) où fiit) est la fonction 
caractéristique d'une boule fermée Oi de Zp. Or 

(/3i(aiii)...cpd(adid)'ia(a-t) = / ipi{ti) . . . (pd{td)da{t) 

d'après les relations H43|l . 
En particulier si l'on pose 

(1 + r)= = (1 + Ti)*! . . . (1 + Td)*-* et F„(T) = / (1 + Tfda(t) 



alors la série de Taylor associée à la mesure ao a pour a G (Zp)** est 

(45) j^o( (i + r) -g-i) = F«((i + ri)-°^ -i,...,(i + rrf)-°^-i) 

(46) = / (l + r)=d(aoa)(t) 



Enfin si O = Oi x • • • x C Z^ oii Oi est un ouvert compact de Zp alors 



(47) 



= a 

o 



o a 

aO - 



Notons C*'d le dual topologique de C((Z*)'', Cp) . Posons 

Ad = Arf(Cp) := C'(Z^, Dp) ~ Dp[[Tu Td]] 

AS - A2(Cp) c'((z;)^ ûp) ^ ûp[[ri, . . . , t,]] 

et donc 

~ Cp ® ûp[[ri, . . . , rj] c*', ~ Cp ® ûp[[ri, . . . , t^]] 

Si 

F{T^ [ (i + riY' ...{l + TdY^dait) eC'd 
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alors on lui associe par restriction 

F*(r)= / il + T,Y^ ...{l + TdY^dait) 



7r=i 7^=1 



/ (l+Ti)*i...(l + Trf)*'^da(i)- 
7(z*)'' 

^iE---E / (7i(l + Ti))*V..(7.(l + T.))*^rfa(i) 



On a donc aussi 



C*',c^Op[[T,,...,T4] 

A toute mesure da{t) sur on peut assicer une mesure dA{t) sur Zp en 
posant 

(l + r)*i+-+*''rfa(i) = / {l + TYdA{t) 



Lemme C.12. Soit da{t) une mesure sur Z^ de support S et soit 

W={^ujeZp I 3iti,...,td) e S, ti + ---+td^w} 
alors le support de la mesure dA est contenu dans W . 

Démonstration; Evident. □ 

Définissons maintenant la Gamma-transformée restreinte de la mesure da G 

Définition C.13. La Gamma-transformée restreinte , de la mesure 

da* G C*i est l'unique mesure sur Z^ telle que 

(48) / (l + r)*i+-+*''d2l(|) = / (l + r)^"(*i+-+*'')da*(|) 

p p 

On a la proposition suivante 
Proposition C.14. 5*1 le support Xd de da* est tel que 

Xd C [{ti,...,td) G Z^ I |ti + + = l} 

alors il existe une unique fonction analytique sur B{1^ qp~p^)~ , F^* (s) telle 
que 



k — >-s 
k~0 (mod p—1) 

k~^OG 



r„. (s) = lim / {ti + --- + tdfda* (t) 
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La fonction Ta- est encore appelée la Gamma-transformée restreinte de la me- 
sure p-adique, da* , surlip. Elle admet la représentation intégrale 

Ta* (s) - / {ti + ---+tdrda*it) 

Démonstration; On note X'^ = (Z*)'^ \ Xd le complémentaire dans de 
l'ouvert compact Xd, alors 

{ti + --- + td)''da*{t_)^ [ {t^ + --- + tdtda*(t)+ [ {t^ + --- + tdtda*{t) 

Sur X^ OTi a, \ti + ■ ■ ■ + td\ < p^^ ■ Il est alors clair que 

lim / {ti + ---+tdfda*{t)=Q 

k^s 
k=0 (modp-1) 
k — >oo 

Sur Xd on a 

lim (ti + --- + td)'' = {ti + --- + tdr = ( 
fc6Z>o \uj{ti-\ \-td)y 

k — >s 
k=0 

k — >oo 

Donc 

r,.(s)= / {ti + ---+tdrda*{t) 

Pour {ti + ■ ■ ■ + td) e Xd la fonction s ^ {ti + ■ ■ ■ + td)^ est une fonction 
analytique sur la boule ouverte de Cp, B{l,qp^~Y II en est de même de 

s ^ Va* (s). □ 

Proposition C.15. Pour toute mesure p-adique, da* , sur (Z*)'' et pour tout 
générateur topologique, u, de 1 -\- qL^ il existe une unique série de Taylor de 
AbiCp), Ga-,u{T) e Cp(E)Dp[[T]], telle que 

-is^ïp, Ga'^uk^' -\)=Va'{s) 

Cette série sera appelée la série d'Iwasawa associée à la mesure da* . 

Démonstration; L'unicité est évidente car Zp C B{0,1)~ et possède des 
points d'accumulation. 

Pour l'existence posons 
(49) Ga'AT)= I (l + r)-^"(*^+-+*'')da*(|) 
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Il est immédiat que Ga*,u{T) £ Cp (8) Dp[[T]]. En effet la formule H49|) montre 
que Ga'^u{T) € ^6, ^ ou [32] • De plus il est évident que 



(1 + — 



On a donc bien Ga*.u{u^ ^ 1) rQ'(s) 



□ 



Sinnott, |38j a donné une expression de Ga* ,u{T) que nous généralisons dans 
le cours de la démonstration du théorème 14.81 page 1321 

Proposition C.16. Soit da* une mesure p-adique sur (Z*)''. Soit U = l+qZp, 
soit V ~ (Tip/pZpj les représentants de Teichmûller de Z* soit 



w^{{Tn,...,ru) 



d . 



Soit (3* la mesure sur (Z*)'' telle que 



9jëw 



alors 



Ta.' (s) = / {u, + --- + udydf3*iu) 



Si u est un générateur topologique de U alors 



Go.'AT)= / (l + T)-^"(*i+-+*'')da*(t) 



ijd 



{i + ry 



-£u(tll + ...Md) JO* 



dP*{u) 



est la série d'Iwasawa associée à Ta* 
Démonstration; Voir |38| . 



□ 
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